Corrigé de la seconde épreuve de 1’agrégation interne de mathématiques
Février 2000

Transformée de Laplace et théoréme d’Tkehara

I. La transformée de Laplace

1. Un premier exemple

Dans cette question la fonction f est la fonction constante 1.

+o0 X
a) Soit a réel. L’intégrale / et = Xlim e~ 'dt converge si et seulement si a > 0, puisqu’une
0 —+>Jo
primitive de ¢ — e =" est :
t sia=0
—Le=ot ginon
(o7
1
Dans ce cas L(f)(a) = —.
o
iX

b) La limite lim e~ n’existe pas lorsque 8 # 0. En effet, il suffit de prendre deux suites de la forme

X—4o00
2nm 2nm 4+ 7/2
(5 >net (25 >

c¢) Pour s = a + i3 # 0, une primitive de ¢ — e~

1
est ——e 5" (pour s = 0, c’est t).
s

e sia>0, lim e ¥ =0car|e*X| =e .

X ——4o00
e si a =0, la limite précédente n’existe pas (question b).
e sia <0, e X n’admet pas de limite en 400 car [e™*X| = e7*X et lim e % = cc.

X ——4o00

1
En résumé L(f)(s) existe si et seulement si Re(s) > 0. Dans ce cas L(f)(s) = —.
s

2. Abscisse de convergence

La fonction f est un élément quelconque de C.

a) Soit s € TI(ayp), c’est-a-dire Re(s) > ag. Soit F(z) = /Z e~ "0 f(t)dt. La fonction f étant continue, F
est de classe C'! et pour tout z, F'(x) = e=*% f(z). De plous F(0)=0.

Comme sg € DL(f), ZETOO F(z) = As,. Donc la fonction F' reste bornée sur R¥.

Soit X > 0. On a, par intégration par parties :

X

X
o +/ (5 — so)e "t P (t)dt
0

/OX ft)e stdt = /OX f(t)e toets=s0) gt — [F(t)e—t(s—so)}
X

= F(X)e X(s7s0) 4 / (5 — s0)e 75 F(t)dt
0

Comme F est majorée sur RT et Re(s) > Re(sp), il vient Xlir_r: F(X)e X(s=50) — 0. Donc :

b X
lim / ft)e *'dt = lim (5 — s0)e T P (t)dt
0

X—+4o0 X—+o00 Jo

b
Ainsi L£(f)(s) existe si et seulement si _lim (s—s0)e "t 5750 F'(t)dt existe. Mais les mémes raisons (F

X—+o0 Jy
bornée sur R et Re(s) > Re(sg)) montrent ¢ — e~ H57%0) ['(t) est intégrable sur R*, donc que cette limite
existe. Il ne reste qu’a prendre la limite lorsque X tend vers I'infini pour obtenir le résultat demandé.

—+oo
b) Si l'intégrale / f(t)e™*'dt diverge pour tout s € C, on pose o(f) = 4o0.
0
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+oo +oo
S’il existe sg € C tel que / f(t)e*°tdt converge, la question précédente montre que / ft)estdt
0

0
converge pour tout s tel que Re(s) > Re(sp). 11 suffit alors de poser :
+oo
o(f) = inf {%e(s) | / f(t)e *'dt converge }
0

—+oo
Si / f(t)e~*tdt converge pour tout s € C, on pose o(f) = —00.
0

c) Soit s = a + i3 tel que a > o. Alors |e tf(t)| = e~ f(t). Soit v tel que a > v > . Pour tout
compact J C R*, il vient :

/J et f(t)dt = /J e e f(t)dt < /J e f(t)dt < / e T f(t)dt

R+

ce qui signifie que t — e~ f(t) est intégrable sur RT.

3. Un second exemple

—st e)\t

Si A # s, une primitive de ¢t — e est t — =9t La question 1 montre que Xlim e =9)X
— S —+00

existe si et seulement si Re(s) > Re(A). Donc :

1
s—A

o(f) = Re(A) et L(f)(s) =

4. Propriétés de la transformée

a) On suppose que o(f) < +o0o. On sait que si so € DL(f) et si s € II(0), alors :

+oo
L(f)(s)=(s— so)/ e 5= P (g)dx
0
La fonction s — s — so est continue sur C. La fonction F est de classe C'' et bornée sur RT par M. La
fonction ® : (s, ) — e~ *(57%0) F(z) est continue sur II(c) x R, et :

|(I)(x, S)l < Me#(@—ao) < Me—*(a—ao)

pour tout s tel que Re(s) = a > a > Re(sg) = ap.

La fonction majorante ne dépend pas de s et est intégrable sur RT. Les théorémes de continuité des
intégrales & parametres affirment que L£(f) est continue pour tout s tel que Re(s) > a. Done, puisque la
notion de continuité est une notion locale, L(f) est continue sur II(¢), qui est un ouvert de C.

b) Si s = @+ i, on pose :

—+oo
Lo, B) = L(f)(s) = (s — so)/ e~ =(57%0) P () dx
0
La fonction (a, 8) — s — sg est de classe C*(R?). Soit :
U (a, B, ) — e 25750 P (z)

U est continue sur R? x Rt. Elle admet des dérivées partielle par raport & o et 3 et :

g—z(a, B,x) = —2¥(a, B, x)

qui est continue sur le méme domaine. De plus :

‘G\II < Mxe—z(a—ao) < Mxe—z(a—ao)

%(aaﬁax)
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pour tout s tel que Re(s) = a > a > Re(sg) = ap. Cette derniere fonction est intégrable sur RT.
Les théoremes de dérivation des intégrales a parametres affirment que L est de dérivable par rapport
& « (cette dérivée partielle étant continue) pour tout s tel que $e(s) > a. Donc, puisque la notion de
dérivabilité est une notion locale, g—é existe et est continue sur Il(o) et :

aL “+oo “+oo
—(a, B) = / e =0 P(2)dx — (s — s0) / ze 5750 B (3)dx
aa 0 0
Soit X > 0,
¥ pma(aa0) eoloms0) 7% X
e PETP(g)dr = |———F(x + / e” " f(x)dx
/ @ir = |-+ [ e
En prenant la limite lorsque X tend vers I'infini, il vient, car F'(0) = 0, Re(s) > Re(sg) et F majorée sur
Rt :
+o0 1 +oo
/ e_I(S_SU)F(x)dx = / e f(x)dx
0 S — SO 0
— 1
D’autre part, une primitive de x — x(s — s9)e~*(57%0) sur RT est x — —QC(SS;(;H@_I(S_SU). Donc :
— 50
X X
— 1
/ (s — s0)e T F(z)dx = [F(x) <_Me—w(s—80)>]
0 S — 8o 0
X
— 1
+ / ‘T(S SO) + e—z(s—so)e—zsof(x)dx
0 S — S0

Pour les mémes raisons, en prenant la limite lorsque X tend vers I'infini, il vient :

+oo +oo _ 1
/ z(s — s0)e P F(z)da = / Me‘”f(x)dm
0 0 §—380

La différence des deux expressions donne :

oL oo
%(a, B) = _/0 xe” " f(x)dx

c) Soit a > o(f). On vient de montrer que L(f) est de classe C*! sur Jo(f), +oo[ et que :

—+oo
L(fY (o) = - / e f(x)da

La fonction z — x f(z) est un élément de C. La méme démonstration que celle de la question précédente
olt f(x) a été remplacé par zf(x) donnera que L(f)(«) est de classe C2 sur Jo(f), +oo[ et que :

—+oo
()" () = / 2 f(2)da

Une démonstration par récurrence donne que L(f) est de classe C° sur Jo(f),+oo[ et que pour tout

ke N:
—+o00

£/ (@) = (~1)* / e~k f(x)da

0
d) On sait que pour o > o(f), a9 > o(f) :

—+oo
£(f)(a) = (@ — a) / e=o(@=a0) () dy

ou F continue, majorée sur R™ par M et F(0) = 0.

Soit € > 0. Par continuité de F, il existe n > 0 tel que 0 <z < n = |F(z)| < /2.
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+oo n +oo
/ e—z(a—ao)F(x)dx _ / e—z(a—ao)F(x)dx 4 / e—z(a—ao)F(x)dx
0

0 n
Or : ( )
Ul 1 — g~ nla—ao
/ e~ (@=00) p(2)dr| < <€7>
0 2 o — ap
+oo —n(a—ao)
/ e "m0 p(z)dx| < ME—
n o — Qg

Ainsi :

1L(f) ()] < g 4 Me—n(a—ao)

m e @) — (. 1] existe donc A > 0 tel que a@ > A = Me @~@) < g/2.

li
a——+00

Finalement, pour 0 > A, il vient |L(f)(a)] < e

Or pour cet n fixé,

II. Comportement asymptotique d’une transformée de Laplace

1. Cas ou L(f)(0) est défini
“+oo
On suppose que f(z)dx converge.

0
a) Dans ce cas L(f)(0) existe. Par définition de o(f), on a o(f) <0.

b) En utilisant la question 12.a, avec ag = 0, pour tout a > 0 :
+oo
L(f)(a)= a/ e "F (z)dx
0
ou F(x) = / f(t)dt vérifie F(0) = 0, F continue et bornée sur RT.
0

r——400

+oo +oo
Notons A = / f(®)dt = lim F(x). Comme a/ e "“dx =1, on peut écrire :
0 0

—+oo
L(f)la)=—A= a/ e " (F(z) — Ndx
0
Soit € > 0 donné. Il existe A > 0 tel que © > A = |F(x) — A| < /2. On peut ainsi écrire :
+oo
L@ -N<a [ e P - Mz
0
A “+o0
< a/ e_m|F(x)—)\|dx+a/ e~ F(x) — Ndx
0 A
A € Hoo €
§a/ |F(z) — A|dx + §a/ e_mdxgaCA—l—§
0

A

Lorsque « tend vers 0T, il existe § > 0 tel que 0 < a < § = aCy < % Ainsi si 0 < o < § alors
IL(f)(a) = Al <e.

2. Un contre—exemple

Dans cette question f(t) = sint.
a) On a f(t) = Sm e®. Donc, par la question 1.3 (A = 4), il vient :

o(f) =1 et L(f)(s) =%m<sii> = 521+1

b) Ainsi lim L£(f)(s) =1 sans que f0+oo sin(t))dt existe.

a—0t
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3. Cas d’une applicationf positive

+oo
On sait que lim+/ e ' f(t)dt = X, avec f(t) > 0. Soit (ay,) une suite décroissante vers O.
a—0 0

La suite de fonctions intégrables sur Rt (t +— et f(t)) converge simplement en décroissant vers

n
t — f(t). Le théoréme de convergence monotone nous assure que f est intégrable sur R* et que

/f t)dt = hm /+OO et f(t)dt =

4. Un exemple de théoréme taubérien

On suppose dans cette question que 115{1 zf(xz)=0.

1

a) Il existe A > 0 tel que si z > A alors f(z) < —. Soit s € C tel que o = Re(s) > 0. Alors, pour x > A,
x

le=®s f(z)] < etz est une fonction intégrable sur [A, +oo[ (car « > 0). Ainsi o(f) < 0.

b) Soit € > 0 donné. Il existe X > 0 tel que x > X alors |z f(x)] < =. On peut alors écrire :

DN ™

1[4 1 X 1[4 1
| es@is = 5 [Car@lae+ 5 [ Cles@is < groc+ S

1
Et il existe B > 0 tel que A > B = ZCX < g

“+oo e~ T
< /A o f ()

d) On suppose de plus que lirg+ L(f)(a) = p. Alors, pour A >0 :

/O+OO flz)e **dx — /OA f(z)dx

¢) On peut écrire :

/+OO flz)e **dx

A

“+o00 e~ T e—Aa
dxgsup|tf(t)|/ dx_sup|tf( )l 1
t>A A t>A «

A “+oo
g/ou—e >|f<x)|dx+/A (@)le%dz

A oo
a/o gc|f(ac)|clars—i-/AJr |f(z)|e”* dx

—Aa

A
o [ eAp@as-+ s e

1
Choisissons o = T Alors :

400 A 1 A
/ f(x)e™**dx — f(z)dz| < —/ x| f(x)|dx + sup |t f(t)]e ™
0 0 A Jo t>A

Soit € > 0 donné. Par I’hypothese de la question et le b., il existe A > 0 tel que :

1 (A
—/ x| f(z)|dx < et sup |tf(t)]e™?
A 0 2 t>A

“+o00 A
/ f(x)e_l/Adx—/ flz)dz| <
0 0
A

Finalement, comme lim L(f)(a) = u, lim flz)dz = p

a—0t A—+o0 Jg

et

justification de 1 —e™ < u pour u > 0 : le reste d’une série qui vérifie le critére des séries alternées est

du signe de son premier terme.
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ITI. Le théoréme taubérien d’Ikehara

A. Préliminaires

A1l. Calcul d’une intégrale

a) La fonction 2 — A(z) est prolongeable par continuité en 0 par 1/7. De plus, pour > 1,0 < A(x) <
%. Cela entraine que L(A)(0) existe, donc que o(A) < 0.

b) La question I.4.c donne pour tout o > 0 que (L£L(A))” () existe et que :

1

+oo
(L(A) (a) = ;/0 et sin®(t)dt = m

(Les calculatrices formelles étant permises, celles—ci calculent cette intégrale)

Et, avec la méme remarque :

(L(A)Y (o) = %m ( af—i) e

+oo e—at Sin2 t
et lim —/ ————dt =0 (L.4.d) entraine que C' = 0. Donc, avec la méme remarque :
a—+oo T fq t

L(A) (o) = i (alna? — aln(a? +4) — 4 Arctan(a/2) + O)

En prenant la limite lorsque « tend vers l'infini, il vient C' = 27, puisque liI_P L(A)(a) = 0. Finalement
o— 100

L(A) (o) = i (alna? — aln(a® + 4) — 4 Arctan(a/2) + 27)

¢) a — L(A)(a) définie ci-dessus est continue sur RT* comme somme de fonctions continues et on vérifie
immédiatement que lim+ L(A)(a) =1/2. Donc, par I1.1 et la parité de A :
a—0

+oo +oo
/ A(z)dr = lim L(A)(a)=1/2= / Az)dr =1
0 —oo

a—0t

A2. Calcul d’une (autre) intégrale

Soit H définie sur [—2), 2)\] par :
_ 1 |ﬁ| ins
H(p) = p ( 2)\> €
On a:

“ % L [* i ° i) 2 o)
H —ibr g3 — wn—=z)Bp = n—z)Bgp — wn—=z)B 4
—2X (B)e 0 T /—2/\ ‘ ot 2w J_ax ‘ v 27X Jo ‘ v

et un calcul (quasiment) immédiat donne :

2\
H(B)e™ " df = 2AA(A(y — )
-2\

A.3 Le lemme de Riemann-Lebesgue

La démonstration se trouve dans tout livre de mathématiques au chapitre «Séries de Fourier» . Dans le
cas général :

e si f est de la forme 1}, g}, alors :

b
/ ft)etdt| = <

% (ei'yﬁ _ ei'ya)

2
v
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qui tend vers 0 lorsque v tend vers I'infini.

o ce résulat reste vrai pour les fonctions en escalier sur [a, b] par linéarité de l'intégrale.

e puis on le démontre pour toute fonction continue sur [a,b] en utilisant la densité des fonctions en
escalier dans (C°([a, b]), || ||oo)-

B. Le théoréme
B1. Continuité de r
Soit S € Ret h € R. Alors :

r(B+h) =r(B)] < |6(a+i(B+h)) =r(B+h)| +]6(a+if —r(F)|
+16(a +i(B + h)) — 5(a + iB))|

< sup [§(a+i(B+h)) —r(B+h)|+ sup [6(a+if —r(B)
1B1<A 1B1<A

+[6(a+i(B + h)) — 6(a +iB)]

En choisissant A de facon & ce que |8+ hl, 3| < A, par 'hypotheése P, il vient, en fixant € > 0 :
. €
Im|lel<m= sup [f(a+i(B+h)—r(B+h)<z
|6+hI<A 3

et

. €
Ine | |a| <n2= sup |d(a+if —r(B)| < =
[EIESY 3

L’application § étant continue sur I1(0), il existe 3 tel que |h| < ns = [6(a+ (8 + h) — §(a+i8)| < %

Il reste & prendre le |h| < n3 pour terminer.

B2. Une égalité d’intégrales
a) Soit o > 0. Il vient :

2X 2X
‘/ )o(a +iB)ds — H(B)r(B)dp S/ |H(B)||6(e +iB) —r(B)|dp
—2X —2X
< ) — d
_WS@AI(@H r( \/ B)lds
< Ky sup |§(a+i(8) —r(B
[B]<2A
On termine en utilisant I’hypothese P.
b) On a :
2X
K(a) = N H(B)d(a +i3)d3
2\ “+o00 ) 2\ “+o00 )
= H(B) / f(t)e—(a-&-zﬁ-‘rl)tdtdﬁ _ H(B) / e—(a-&-zﬁ)tdtdﬁ
—2\ 0 —2A 0

b'e
Soit X >0 et F(X,[3) = / f(t)e~ @1+t gt On a alors, par positivité de f :
0

t)e~ (@Dt gy

[H(B)F(X, B)] < [H(B) < HBIL(S) (a+1)]

—+oo
qui est une fonction intégrable sur [—2A, 2)\]. Comme Xlim F(X,p5) = / f(t)e=@F 1Bt gp il vient,
— 400 0

par la continuité des fonctions utilisées et le théoréeme de Fubini :

22 oo
H(ﬁ) /O+ f( ) —(a-‘rzﬁ-‘rl)tdtdﬁ /+ / —(a-‘rzﬁ-‘rl)t (ﬁ)dﬁdt

—2A
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Pour les mémes raisons, on a :

2\ +oo ) +oo 2\ )
H(p) / e (Tt grqp = / / e~ (T [ (3)dSdt
—2) 0 0 —2)
Or :
+oo 2\ ) +oo
/ / f(t)e~(atib+)t — / 2MA N — ) f(t)e te *dt
0 —2) 0
et :

“+o00 2\ ) “+o00
/ f(t)e~latib+)t — / 2MA(N(n — x))e”*dt
0 —2\ 0

¢) La justification est la question II.1
+oo +oo
lim e" AN — x))dx = / A(A(n —x))dz
a—0t Jo 0

+oo
d) L’intégrale / f(z)e dx existe. En effet, pour tout a > 0, la fonction z — f(x)e™(@+1)? est
0

intégable sur RT et lim+ f(x)e_(o‘ﬂ)l = f(z)e” " en décroissant. La question II.3 permet de conclure.
a—0

—+oo
Comme A(A(n — x)) reste bornée et intégrable sur RT, I'intégrale / A(A(n —2))(g(x) — 1)dx existe.
0

On a, par les question II1IB2a,b,c et unicité de la limite le résultat demandé, en remplacant dans la
question IIIB2¢c e~ **A(A(n — z)) par e **A(A(n — z))(g(z) — 1) :

2A

+oo
| a0m-a@ - iz = [ #@3a

—2A

B3. Un calcul de limite
a) Le théoréeme de Riemann-Lebesgue assure, par continuité de la fonction r, que :
2

lim H(B)r(B)ds =0

n—=F0 J_ax
b) Donc :

n—-+oo

+oo +oo
lim (/ 22AA N — x))g(z)dx — / 220A(N(n — x))dm) =0
0 0
Le changement de variable affine u = A(n — ) donne :
A " nA
lim / Au)g (77 — —) du —/ A(u)du | =0
n—+too —00 A —00
On conclut par la question IITAlc.
B4. Une majoration de g(z)
1
n— — <n+ ——, et la fonction f étant croissante :

1
AT ETN A

(-2 = (n-2)estme = g (77 _ L) A — g ( _ %) LR /A

a) Lorsque —VA<u<VAonan-—

Donc :

+VA +VA 1
/ A(u)g (77 - E) du > / A(u)g (77 - —> e~/ VAeu/ Ay,
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1
b) Comme 17 > —=, on a n\ > /X et par positivité :

VA
A u +VX u
_u > U\ 1V u/A
/_OOA(u)g (77 )\) clu_/_\/X Au)g (77 )\)e e du
1 5 +VX
>y (77 - —> e v / A(u)du

A VX

+vX

¢) Soit € > 0 donné. Comme / A(u)du =1, il existe A > 0 tel / Au)du>1—e.
R —VX

Par la question IIIB.3.b, pour ce A, il existe A; > 0 tel que n > A entraine que

/UAA(u)g(n—g)dugl—i-E.

— 00

Enfin e~ 7% < 1. Donc pour n > Aj :

1
Il reste & prendre A = A1 + —.
p 1 I
B5. Une minoration de g(x)

a) On sait que g est continue sur RT et on vient de voir que g est majorée sur [A, +oo[. Elle est donc
majorée sur R* par une constante M.

b) On recommence le méme raisonnement :

1 - u< 1 N 1 < u< " 1
T AT TSR
et
1
_2 =) /AN
o =a(or 2)
Donc :
VoY
u
A ——)du< Q/f/
/_\/x (U)g(n A) u_g< >
et :

VA nA

/:A( )Q(U—X)du_/_ﬁA( )Q(U—X)duﬁ-/ﬁA( )g(n_x)dw/ﬁ A(“)Q(n—%)du
<M/ du+g< > 2/\/_/ du+M/nA i
<M/ du+g< > 2/\/_/ du+M/+OO i

!
Soit 0 < ¢/ < 4 donné et ¢ = 1 ° - Comme lim 62/‘/_/ u)du = 1, il existe A; > 0 tel que
— & A——+o0

VX
A > A; entraine que 62/\/X/ A(u)du < 1+e.
-V

Comme / A(u)du =1, il existe A2 > 0 tel que A > A implique que :
R

M/ u)du < € et M/ (u)du < e
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Ainsi si A > max(Aq, Ag) :
A U 1
/_OOA(u)g(n— X) du<g (77+ ﬁ) (14+¢)+2¢
Par la question ITIB3b, A étant maintenant fixé, il existe X > 0 tel que n+ 1/ VA > X entraine que :
nA u
/_OOA(u)g(n— X) du>1-—¢

Donc :

B6. Conclusion

Soit € > 0 fixé. Les questions II1.B.4 et ITI.B.5 montrent qu’il existe A > 0 tel que si x > A, alors :

ce qui signifie que lirf g(x) =1 ou que f(x) est équivalent & e” au voisinage de I'infini.
T—T00
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