Agrégation Interne de Mathématiques, 2001
Deuxiéme épreuve
Corrigé

L’objet du probleme est I’étude des classes des fonctions réelles quasi-analytiques et la démonstration
d’une (importante) partie du théoreme de Carleman-Denjoy caractérisant de telles classes. On pourra
se reporter a 'ouvrage « Analyse réelle et complexe » de W. Rudin, pour compléter la démonstration
proposée dans ce probleme.

Partie 1.

1. Si, pour tout n € N, A,, = C, comme Ag = 1, il vient C' = 1. Réciproquement C' = 1 convient.

On a facilement (n + 1)!(n — 1)! = (n!)? <n :Lr 1> > (n!)2.

2. On sait que pour tout n € N, A, > 1. Les suite (\,) et (i) sont donc bien définies.
a) On a :

A A, _
)\n+1 S )\n g i S nol = (An)2 S An+1An—1
n+1 n
Ainsi, pour tout n > 1 : Ay > Ap, A2 > Apyo. o, An > Ay On fait le produit de ces inégalités positives

pour obtenir :
Az A = (M)

b) En remplacant Ay par sa valeur, et par télescopage, le produit ci-dessus se réécrit :

¢) On a pour tout n € N, pour tout 0 < j <mn:

A7l+1 Z An o An S An—j
Ant1—j — An—j  Ant1 T Anpi—j

S Mt1 S A1

ce qui est vérifié par décroissance de la suite (Ay,).
Il faut en déduire que pour tout n € N et pour tout 0 < j <n, on a :

Any _ Ao
A, © A
ce qui se réécrit :
Anj  Anjnr Ana Ao AL A
An_jr1 An_jyo Ay T A A A;

Cela revient a démontrer que :
An—j+1dn—jr2 - An S Atz

On a j termes dans chacun de ces produits. Il reste & utiliser la décroissance de la suite (Ay,).

d) 11 suffit d’écrire :

1
)" < Ake - An = -

Donc 0 < A, < py,. La convergence de la série Y A, s’en déduit par les théorémes de comparaison des
séries a termes positifs.

3. a) Par la remarque et la positivité des éléments utilisés :

U “a v 1 &

n k

— = — < - agc
o (112) < 1Yo
k=1 k=1
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b) On sait que pour tout p >1:

(=l

M=

p
Up < —
p

arCr;

S
Il
-

On somme, puis on intervertit les deux sommes et on utilise la positivité des b,

n n n
IV SEDIEES S pal) EEED LT
p=1 k=1 k=1 \p=k k=1
(n + 1)n . P . 9 At
¢) Pour ¢, = ————, un calcul immédiat donne b, = R ce qui permet d’affirmer que la série
n n
b
Z — converge. De plus, pour tout k > 1 :
n
+o0
1 1
B, = -
g pz;c pp+1) &

La question précédente permet d’écrire :

n n n
1(k+1)"
N I (I LD o
p=1 k=1

k=1

La série & terme positifs ) ay étant convergente, on obtient que la série & termes positifs »  uj converge
et que :

+oo +oo
SuceYn
k=1 k=1
4. Tl reste & démontrer que si la série Y A\, converge, alors la série > u,, converge. Or, par télescopage :
i = (A1 - AQ...,\H)l/n

On a A, > 0 pour tout n € N et la série Y A, est convergente. Donc par la question précédente, la série
> pp converge et :

+oo “+o0
Z < e Z Ak
k=1 k=1

Partie II.

1. Soit f une fonction analytique dans €. Cela signifie que f est développable en série entiére au voisinage
de tout point zy € Q2. Donc pour tout x € Vg, :

a) Supposons xq € Z(f). Alors pour tout n > 0, f(")(zo) = 0 et pour tout 2 € V,, : f(z) = 0. La
fonction f est identiquement nulle sur ce voisinage, ce qui entraine que pour tout x € Vy,,x € Z(f).
Ainsi Z(f) est un ouvert de €.

b) Soit (zx)r € Z(f) tels que klim zp = x. Par continuité, pour tout n >0 :
— 00

lim () = f(2)

k—+4o0

et donc, pour tout n > 0: f(™(x) =0 ; ce qui signifie que Z(f) est fermé dans Q.

¢) Sil'on suppose que Z(f) n’est pas vide, c’est un fermé et un ouvert d’un intervalle (qui est connexe) :
c’est une contradiction. Ainsi si f n’est pas identiquement nulle, alors Z(f) est vide.
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2. Soit xg € 2. Ecrivons la formule de Taylor avec reste intégral sur [xg, z] :

nloe(k) (g T (4 _ p)n—1
fla) = X e e+ [ Eo 2

Et :

T (gl MK"n! [*
/ (< x)n—; f“”(t)d’f’ = (71?'/ |t —a|" "t < MEK" |z — ao|"
z n — . n— cJxg

0
Ce dernier terme tend vers 0 lorsque n tend vers linfini pour tout x tel que |K(x — zg)| < 1. Ainsi f
est développable en série entiere dans un voisinage de xq, ceci pour tout xy € €2, ce qui signifie que f est
analytique dans ).

Partie III.

1. Si A,, = n!, par la question I1.2, f est analytique dans Q) et par la question II.1, C'(A) est une classe
quasi-analytique.

2. Supposons qu’il existe des constantes «, 3,7, telles que pour tout x réel, pour tout n € N :
[f™ (@) < aB™ Ay, 19" (2)] < 48" A

Alors :
[(f +9)™(@)] < (a+v)max(8",6") A,

et, par la question I.2.c :

(F9) ™ (@) = > Cnf M (@)g" M (x)
k=0

< ay (Z cfiﬂ’“a”’“AkAn_k>
k=0

< ay (Z Cﬁﬁ’“5”"“> A =ay(B+6)"An

k=0

3. Si g(z) = f(ax + b) un récurrence immédiate donne pour tout n € N :
9" (x) = a" f") (az + b)
et pour tout z réel, pour tout n entier naturel :
9" ()| < a(lal8)" A,

4. Soit C(A) une classe quasi analytique et f € C(A) & suport compact. Ce support étant un borné de
R, il n’est pas égal & R et donc Z(f) est non vide. Ceci entraine que f est identiquement nulle

5. Soit C(A) une classe non quasi analytique.

a) Il existe g € C'(A) non identiquement nulle et telle que Z(g) # 0. C’est-a-dire qu'il existe zy € R tel
que pour tout n € N : g (29) = 0 et ;1 # 20 tel que g(z1) # 0.

En posant f(x) = g(x + x), on obtient pour tout n € N : f(")(0) = 0 et a # 0 tel que f(a) # 0. De plus
par la question 3, f € C'(A)

b) On peut supposer a > 0 car si a < 0, on utilise h(z) = f(—z) en lieu de f. Toujours par la question
3, he C(4).

¢) Comme f,g € C(A), les questions 2 et 3 donnent que h € C(A). De plus h n’est pas identiquement
nulle (car f(a) # 0) et h est a support compact, puisque supp(h) C [0, 2a).

6. Les deux question précédentes permettent d’affirmer que C(A) n’est pas une classe quasi analytique
si et seulement si C'(A) contient une fonction f non identiquement nulle, & support compact.
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Partie IV.

1. Il suffit d’utiliser la régle de d’Alembert pour montrer que la série entiere admet un rayon de convergence
R = +c0.

n

x
2. La fonction q est bien définie sur R puisque, par la question précédente, pour tout x réel : lirf — =0.
n—-+0o0o n

De plus le sup est un max. Si 0 < y < z, alors, pour tout n € N :

<< —= < i
A, A P <An> =P (An
Pour n = 0, il vient g(x) > 1 et par positivité des termes de la série définissant ¢, pour tout réel
q(z) < Q(x).

3. L’inégalité des accroissements finis et la positivité donnent, pour 0 < z < y :

n n n—1 n—1
0< fl_n_jl_n <(y—=z) sup (niln > =(y—2) (n:i ) < (y—2)Q'(y)

t€lz,y] n

On écrit alors pour 0 < z < y et pour tout n € N :

n

<H-0QW)+ 4 < - DQ W) + )

<
e

Il reste a prendre le sup en n pour obtenir, pour 0 <z <y :
q(y) < (y—2)Q'(y) + q(x)

ou, pour 0 <z <y: 0<q(y) —qx) < (y—2)Q'(y).
La continuité de ¢ en tout point y € R est alors immédiate.

Ing(z
4. On sait que pour tout réel z, 1 < g(z) < Q(z). Ceci permet d’affirmer que les fonctions = +— . i( 2)
x
In Q(x) » L
et x+— 5- sont localement intégrables sur R™. On a également, pour tout z € R :
x

Ing(r) _ InQ(x)
<
0= 1—ch2 1422

ce qui donne que (1) = (2).

. e
. Donc, si x > — :

5. Par définition de g(x), on a pour tout n € N* : ¢(z) Z
[in

=5

Ing(z) > nln(z) — In(A,) > n(l — In(p,) + In(u,)) =n

Ainsi :
dzz n/ — = = |Hn — png1
n=1"¢€/bn z? n=1 e/bn z? n=1 ¢
Or N N N+1
Zn[ﬂn_unﬁ-l Zn,un n+1ﬂn+1 +Zun+1_ZMn_ N+1MN+1
n=1 n=1
Et : Nt N
+ e/Bn+1
Somsed [T A et (3 4 D
n=1 e//l‘n x
+oo 1 +oo 1
:e/ nqu)dx—e/ nqu)dx+(N+1)uN+1
e/mn T e/unyr T
+oo 1
< e/ nqu)dx
e/m T
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car, par le méme raisonnement que précédemment :

+oo 1

e/ nqém) dr — (N +1Duny1 >0
e/untr L

T2 In g(x)

5— dx converge. Donc par le théoreme de convergence des séries
T

Or si (2) est vérifié, 'intégrale /
e/
a termes positifs, (3) est vérifié.

6. On sait que (3) = (4) par la question I.2.

7. a) Par exemple :

1—2% sizel[-1,1]
DT
g0 {O sinon

b) g, étant une intégrale indéfinie de g,_1, un récurrence immédate (go est continue) montre que si g,,—1

est de classe C"!, alors g, est de classe C™.

On sait que supp(go) = [—1, 1] = [- Ao, Ao]. Comme, pour tout z réel :
1M
= — t dt
n)= 55 [ i+

go(t+z)=0siz+X A <—loux—A; >1,soitsiz<—1—XA oux>1+A. Ainsi

supp(g1) € [~Ao — A1, Ao + Ai]

n—1 n—1
Supposons que supp(g,—1) C [— Z Ay Z Ai] = [—an—1, @n—1]. Alors, comme, pour tout x réel :
i=0 =0

1 An
gn(z) = K/)\ gn—1(t + x)dt

gn1(t+2)=0siz+ N\, < —@p_10ux— N, > Qp_1,s80it six < —p_1— A\ oux>a,_1+\,. Alnsi:

supp(gn) C [—an, ay]

¢) 1) Les fonctions manipulées étant toutes continues, on peut utiliser le théoréme de Fubini. Soit :
Qn an q +An
/ gn(x)dx = / o / In—1(t)dt | dz
—an —a, “\n zT—An
Qp 1 >\n
_ / = / Gnn(t +2)dt | da
—Qn 2 n —An

En utilisant de nouveau Fubini, comme on a :

t_anguSt'i_an _)\n+an§u§/\n_an
_)\nStSAn

il vient :

o 1 An t+ap
/ gn(x)dx = / In—1(u)dudt
¢

—Qn nJ—\,

1 —Antan An
= — 1dt | gn— d
2)\71 An—an /_An g ! (U) !

n—1
= / In—1(u)du

—Qn-—1
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ii) Ainsi, pour tout n >1:

[e7) Qn—1 1
/ gn(u)du :/ gn—1(u)du :/ go(u)du
—Qup —Qp—1 —1

On obtient les égalités demandées en se souvenant que pour tout n, supp(gn) C [—an, an] C [—a, al.
d) On sait que Ag = 1. Donc N(go) < MAy. Supposons que Noo(gn—1) < MAg. Alors, pour tout
zeR:

|gn ()| <

1 [ 1 [
. (4 2)|dt < MAg— dt = MA
2 /An [9n-2(t + @)ldt < MAo g3 /An 0

On sait de plus que pour tout z réel :

g1(x) = o, @o(@ + A1) = go( = Av))
1
avec \; = a1 Donc :
1
, 2M
< — =
Noo(g1) < 2N MA,

Supposons que Ny (g,_1) < MA;. Alors, comme on peut dériver sous le signe intégrale, puisque g,_1

est de classe C"~! et qu’on intégre sur un compact, pour tout x € R :

An
! = i dt
gn(x) 2)\71 A, gnfl( + ‘T)

et :

MA, [
Nao(gl,) < QAl/A dt = MA,

e) En utilisant I'inégalité des accroissements finis sur [z, t 4 z], il vient, pour tout z réel et n > 2 :

An
|gn(x) - gnfl(x)l = - / (gnfl(t + .’IJ) - gnfl(x))dt

m _)\n
1 )\n

< sup g1 (w)][t]dt
2>‘7L —An UE[z,t+] !

An
gMAl/\i/ tdt < MA A,
n JOo

n
On peut alors écrire g, — g1 = Z(gk — gk—1).- On vient de montrer que la série Y (gx — gr—1) est
k=2
normalement convergente sur R (puisque la série Y \,, converge), ce qui permet de dire que la suite (gy,)

converge uniformément sur R vers une fonction g continue. Comme, pour tout n € N, supp(g,) € [—a, o],

il vient que supp(g) € [—a, .

f) i) On vient de montrer que la suite (g, — g1)n convergeait uniformément. La suite (g, — go)n également
(on y rajoute g1 — go). Elle converge donc vers une fonction continue h et g = h + go.

Si g était identiquement nulle, on aurait alors h + go = 0, donc h(x) < 0 pour |z| < 1 et h(x) = 0 pour
|z| > 1. Mais par la question IV.7.c.ii) et la convergence uniforme :

0= [ - — [ s

—a (n—400) J_qo

ce qui entraine que h est identiquement nulle sur R donc g¢ aussi.

ii) La relation demandée est vérifiée pour k = 0. Soit k € N*. Par une récurrence immédiate, il vient que

g est de classe C* et pour tout x réel :

g () = i (gr—1(z + Ap) — gr—1(z — Ax))
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1 1
v = —- _ A Py
gi () o s <gk 2(x 4+ A + A1)
—gr—2(x + A — A1) = gr—2(x — A + A1) Fgr—2(z — A — )\kfl))
k
et par récurrence (a faire !), si I'on note ¢; = +1, u, = Zq)‘i :
i=1
k
9 (@) = Zgo T + ug)

TR N Hz 1A {e:}

Cette derniere somme est la somme sur tous les choix de signes (¢;) possibles et contient 2* termes, ce
qui entraine que :
k
k 2°M
No(g") € ——— = M4,
2 Hz’:l Ai
La relation demandée est vérifiée pour n = k. Soit n > k et supposons la relation vérifiée pour n — 1.

Comme g, est de classe C™, gflk) existe sur R. En utilisant les théoremes de dérivation des intégrales a

parametres sur le compact [—\,, A,], il vient :

1
(k) (k)
o0 = g5 [ ol i

Donc :
Nolaft) < (- ) MAL2A) = A

iv) On sait que pour tout n > k : N (gn (k) ) < MAyg.
En utilisant I'inégalité des accroissements finis sur [z, ¢ + ], il vient, pour tout x réel et n > k+1:

108 () — 9, ()] = | = / 0+ ) gl )

2\,
1 >\n

(k+1)
<o sup  [g,_1 (w)l[t|dt
2)\71 —Ap, UE[z,t+]

1 [
< MAk+1)\—/ tdt < M A1 n
n Jo

On fait ensuite le méme raisonnement que dans la question IV.7.e.
Pour chaque k£ € N, la suite (g&k))nzk étant uniformément convergente sur R, on peut affirmer que la
fonction g est de classe C* sur R.

v) On vient de trouver une fonction g non identiquement nulle, de classe C*°(R), & support compact
vérifiant, pour tout k € N, par continuité de I'application Nuo, Noo(g¥)) < M Ay. Ainsi g € C(A) et par
la question III.6, C'(A) n’est pas une classe quasi analytique. On a donc montré que (4) = (5).
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