Vo € 7,10z € Z, donc Z C D
Si x = 15, alors 10z € Z donc x est décimal mais n’est pas dans Z.

reD <= El(a,n)eZz7x:1(;Ln

donc D € Q.
Enfin, le nombre rationnel 1 n’est pas décimal sinon il existerait aet n entiers tels que

10" = 3a

et 3 serait un facteur premier de 10".

2. Si10"z € Z et 10™y € Z, alors 10°(z + y) = 10Pz + 10Py € Z sip = sup(m,n) et 10™ "zy =
10mz10"y € Z. L'ensemble D est stable pour I'addition et la multiplication. On peut méme
vérifier que c’est un anneau.

3. (a) Siz = 37 alors 10°"P(*A)g € Z.

(b) Si10"§ = k € Z alors 10"a = bk. Comme a et b sont premiers entre eux, le théoréme
de Gauss affirme que b divise 10™; donc b est de la forme 2258 un facteur premier de
pestdeux oub (b # 1).

(c) x est décimal si et seulement si sont dénominateur irréductible est de la forme 2°5°,
et § étant dans N.

4. (a) Lasérie de terme général dn

10"

est a termes positifs ; comme

d

L gi
10™ 10

elle est majorée par une série géométrique convergente donc elle est convergente. Sa

somme (et non sa limite) est notée x.

(b) Le nombre 1d0*; est décimal (car 10™ 1dOT:L € Z); comme une somme finie de décimaux est

un décimal, on a traité le premier cas. Supposons maintenant que

Yo, &= o9
xzz_%lon 2
n= n=N+1

La premiére partie de la somme est un décimal et

i" IS 1
10m ~ 10N+171 —
LA 10 T 10N T 1710

qui est également un décimal. Si la suite (d,,) est impropre, = est encore un décimal.

(c)
400 “+o00 400
dy, dn dy, dn dy, dn 9 1
g — = —+ E — < —+9 E — < — + —_—
k N k N K N N+11 _
= 10 10 Myt 10 10 My 10 10 10 1-1/10
et donc

*f di _dy 1
£ 108 T 10V 108
ce qu’il fallait démontrer. Il y a égalité lorsque d;, = 9 a partir de k = N +1 et seulement
dans ce cas la (considérer
S~ 9-de
Z 10

k=N+1
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(d) Supposons que z ait deux développements décimaux (d,,) et (d},). Soit N le plus petit
indice telle que dx # d/y. En supposant dy > dn, donc dy > dy +1ona

dy XRda, X d _14dy _ dy
<) “E=3 2 < <

Cette chaine d’inégalités est donc une égalité et par la question précédente, tous les (dy,)
sont égaux a 9 pour k > N, et dyy = dy + 1;1'un des développements est impropre.

5. Si z est un décimal positif, il s’écrit 2 = 157. On supposera d’abord a < 10". Si l'on écrit

107L
I’entier a en base 10, on a

a = aklok + ak,llok_l +...+ao

avec k < n et on en déduit

_ ek ks a0
= Tonr T -

z 10n7k+1 10™

Sia > 10™ on extrait de x sa partie entiére. Il y a unicité si on se limite aux développements
décimaux propres.

(a) Allons-y

decimal (a, b, N)
d,r=a//b,a\% b; print (d,r)
for k in [1,N]:

d, r=10*r//b,10*r \% b
print (d, r)

(b) On trouve les couples
(0,5),(3,11,(8,6),(4,8),(6,2),(1,7),(5,5),(3 11),....

(a) Pourn =0,0naa = bdy + rg donc

a To
— g+ 2
T=pThty

La propriété est vraie a ’ordre 0. Soit n € N; si

o 10% © 107b
k=0

et 10r,, = dpy1 X b+ rp41 alors

n
o dk dn+1 X b+ Tn+1
TE2 kT T 10n 1

soit
dk Tn+1

= ZW * {on+1p

La propriété est donc héréditaire et est ainsi validée par récurrence.
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n
10"a = 10™ (Z ld()kk> b+r,
k=0
Dans le second membre, le coefficient de b est un entier. Comme 7,, est le reste d’une
division euclidienne par b, on en déduit que c’est le reste de la division euclidienne de
10"a par b.
(c) Sionnote S, = ZZ:O ff)—’fk la somme partielle d’indice n de la série, on a S, = v — 525 ;
comme la suite (r,,) est positive bornée (par b) on en déduit la convergence de la série.

00 dk

k=0

On remarque également que (d,,) est bien une suite décimale : comme 10r,, = bd,,+1 +
Tn+1, €t que r, et 741 sont inférieurs a b, on a bien d,, 1 < 10. Enfin, la suite est propre,
sinon x serait décimal...

3. (a) Lenombre r,, n’est jamais nul : sinon 10"a = bq et = serait décimal.

(b) Les nombres rg,r1,...,r,—1 sont b nombres parmis les b — 1 possibles restes non nuls
d’une division par b. Il ne peuvent étre distincts (principe de Dirichlet)

(c) On montre par récurrence sur k que 7g+, = Tptq+k- POur k = 0, c’est la définition de p
et ¢. La propriété est héréditaire : si 744, = 7ptq+k, alors
Tq+k+1 = 10'f‘q+km0db = 107"p+q+km0db = Tp+q+k+1
La suite (r,,) est donc bien de période p a partir du rang ¢. De méme, les définitions
dq+1 = 10qu7;’0b7 dq+p+1 = 10Tp+qdibb
prouvent que dqy1 = dgt14p et la méme récurrence que ci-dessus prouvent que (d,,)
est de période p a partir de ¢ + 1.
4. (a) 1i. Iy a b puissances de 10 a considérer. Aucune n’est congrue a 0 modulo b, sinon

un multiple de b serait une puissance de 10 et z = 7 serait décimal. (On peut aussi
utiliser une des questions qui précede)

ii. Il'y a équivalence
10™ =10" (mod b) <= 10™a <= 10"a (mod b)

car a A b =1 (a et b sont premiers entre eux). L'implication de gauche a droite est
immeédiate, I'implication de droite a gauche est une application du théoréme de
Gauss. Donc

10m =10" (mod b) <= r, =rma (mod b) < r, =1y,

puisque ce sont des restes modulo b.
iii. La question précédente montre que les indices ¢ et p ne dépendent que de b.
iv. Pour 7: (0, 6), pour 12: (2, 1) enfin pour 112: (4, 6).
5. (a) i. Pour démontrer I'équivalence, on peut observer que dans Z/bZ, la classe de 10 est
inversible. On peut également utiliser le théoreme de Gauss comme plus haut.
ii. Sion veut ¢ minimal tel que 107 est congru a 10719, il suffit donc de prendre ¢ = 0,
la prépériode w(b) est égale a 0.

(b) Soit (E) I'équivalence a démontrer. La partie de droite a gauche est immédiate. Pour
l'autre implication, remarquons que 107 — 1 est premier a 2/ x 5*. Par Gauss, 2/5* divise
109. Le méme théoreme de Gauss appliqué a ¢ montre que ¢ divise 107 — 1.

Comme 107 = 27 x 59, le plus petit entier tel que 2/ x 5* divise 107 est max(j, k). De
plus 10 =1 (mod ¢) prouve que 7(p) = 7w(c).

(c) On trouve (2,1) et (5,6);

agrint Jean DELCOURT Année 2013/2014 Page 3/ 3



