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Premiere partie

Algebre générale

1 Arithmétique dans Z

1.1 Division dans 7Z

1.1 Définition. Soient a,b € Z. On dit que a divise b et on écrit a|b s’il existe ¢ € Z tel que b = ac.

On dit aussi que b est un multiple de a, que b est divisible par a, que a est un diviseur de b...

1.2 Propriétés élémentaires. a) Pour tout a € Z, on a : 1|a, ala et a|0.
b) Pour tout a,b € Z, on a : (a|b et bla) <= |a|] = |b].
c¢) Pour tout a,b,c € Z, on a : (a|b et blc) = alc.
d) Pour tout a,b,c € Z, on a : (alb et a|c) = alb+ c.

1.3 Exercice. a) Soient a,b,c,d € Z. Démontrer que si a|b et c|d alors ac|bd.

b) Soient a,b € Z et n € N. Démontrer que si a|b, alors a™|b".

1.4 Théoréme : Division euclidienne. Soient a € Z et b € N non nul. Alors il existe un unique
couple (q,r) € Z* tels que a = bq +r et 0 < r < b.

1.5 Définition. Un nombre p € Z est dit premier s’il a exactement 4 diviseurs : 1,p, —1 et —p.

En particulier, 1 (et —1) n’est pas (ne sont) pas premier(s).

1.6 Proposition. Soit n € Z un nombre distinct de 1 et de —1. Alors n admet un diviseur premier.

Le plus petit diviseur strictement supérieur a 1 de n est un nombre premier.

1.7 Théoreme. Il y a une infinité de nombres premiers.

Il suffit en effet de remarquer que tout diviseur premier de n! + 1 est > n + 1.



1.2 Sous-groupes additifs de 7Z

1.8 Notation. Soit a € Z. L’ensemble des multiples de a, c’est a dire I'ensemble {ab; b € Z} est noté
aZ..

1.9 Remarque. Pour a,b € Z on a I’équivalence entre :
(i) alb; (ii) b € aZ et (iii) bZ C aZ.
D’apres 1.2.a), on a aZ = bZ si et seulement si |a| = |b] (i.e. b = %a).

1.10 Proposition. Pour tout a € Z, l’ensemble aZ est un sous-groupe additif de Z.. C’est le plus petit
sous-groupe de Z contenant a.

1.11 Théoreme. Tout sous-groupe de Z est de cette forme : si G C Z est un sous-groupe additif, il
existe (un unique) a € N tel que G = aZ.

1.3 PGCD, PPCM algorithme d’Euclide

1.12 Corollaire. Soient a,b € Z.

a) Il existe un unique m € N tel que aZ N bZ = mZ. Le nombre m est un multiple commun de a et
de b. Les multiples communs de a et b sont les multiples de m.

b) I existe un unique d € N tel que aZ + bZ = dZ. Le nombre d est un diviseur commun de a et de
b. Les diviseurs communs de a et b sont les diviseurs de d.

1.13 Définition. Le nombre d de ce corollaire s’appelle le plus grand commun diviseur (PGCD) de
a et b; on le note pged(a,b). Le nombre m de ce corollaire s’appelle le plus petit commun multiple
(PPCM) de a et b; on le note ppem(a, b).

1.14 Exercices. a) Soient a,b,0 € Z.

(i) On suppose que ¢ est le plus grand commun diviseur de a et b. Démontrer qu’il existe u, v € Z
tels que 6 = au + bv.

(ii) Omn suppose que 0 est un diviseur commun de a et b et qu’il existe u, v € Z tels que § = au+bv.
Démontrer que le plus grand commun diviseur de a et b est |d].

b) Soient a,b € N. Démontrer que dm = ab ou I'on a noté d et m le plus grand commun diviseur et
le plus petit commun multiple de a et b respectivement.

c¢) Soient a,b,c € N. Notons d et m le plus grand commun diviseur et le plus petit commun multiple
de a et b. Démontrer que le plus grand commun diviseur de ac et bec est dc et que le plus petit
commun multiple de ac et bc est mec.

1.15 Remarque. Soient n € N* et x1,...,x, € Z. On définit de méme le plus grand commun diviseur

d et le plus petit commun multiple m de z4,...,x, :

e Le nombre m € N est un multiple commun des z; ; les multiples communs des x; sont les multiples
de m. Autrement dit

mZ:leﬁxQZﬂ...ﬂan:ﬂxiZ.
i=1

e Le nombre d € N est un diviseur commun des z; ; les diviseurs communs des x; sont les diviseurs de

d. On a .
dZ:le+ng+...+an:inZ.
=1



1.16 Lemme. Soient a,b € Z. On suppose que b # 0. On note r le reste de la division euclidienne de
a par |b]. On a pgced(a,b) = pged(b, ).

1.17 Algorithme d’Euclide. Soient a,b € N. On suppose que b # 0.

e On pose rg = a, r; = b et on note ry le reste de la division euclidienne de a par b.

e Soit n € N non nul et supposons r; construits pour 1 < 7 < n. Si 7, n’est pas nul, alors on définit
rne1 comme le reste de la division euclidienne de 7,1 par r, : 7,1 = @u7n + Tna1. Si 7, est nul, on
arréte la construction.

a) La construction s’arréte en un nombre fini d’étapes.
b) Le PGCD de a et b est le dernier reste non nul.

1.18 Remarques. a) On peut majorer le nombre N d’étapes qu’il faut pour trouver le PGCD.
Sachant que la suite r; est strictement décroissante, on trouve évidemment N < b. Mais on peut
faire bien mieux!

Remarquons que ry_1 = gyry = 2ry (puisque et 0 < 7y < 7rny_1), et pour 1 < k< N —1,0n a
Tk_1 = QgTk + Tke1 = Tk + Tke1, de sorte que, par récurrence, ry_p = ryFrio, ol Fj est le k-ieme
nombre de Fibonacci (donné par récurrence par les formules Fy = 0, Fy =1 et Fjy = Fj, + Fj_4
pour k£ > 1 - on initialise la récurrence avec k = 0 et 1 sachant que F» = 1 et F3 = 2). Rappelons

k _ -1 k 4—k 1 5
que Fy croit géométriquement : Fj, = el \/5) ¢ ol ¢p = +T\/_ est le nombre d’or. On a donc
N+l In(1+ bv/5
b=r > Fny > ng une estimation pour N logarithmique en b : N < Il(l+—<b\/_) —1.
n

b) Pour écrire une relation de Bézout d = ry = au + bv, on peut remonter les opérations : ry =
TN—2 = TN-1qN-1 = TN—2 — qN-1("N-3 — "N—2qn—2) = (1 + qn-1qN—2)TN—2 — qN—17"N—3, PUis en
écrivant ry_o = ry_4 — "n_3¢N—_3 On exprime ry en fonction de ry_3 et ry_y4, et on continue...
Cela demande de garder en mémoire la suite des quotients g.

On peut faire un peu mieux, en écrivant a chaque étape de l'algorithme 7, = uga + vpb. On aura
Tkl = Th—1 — QTk = (Up—1 — qrug)a + (Vk—1 — qrvx)b. En méme temps qu’on trouvera le PGCD,
on aura une relation de Bézout !

1.19 Quelques explications sur la suite de Fibonacci. Soient a,b € C. On considere les suites u,, qui
satisfont une propriété de récurrence w42 = auy+1 + bu,. Elles forment un sous-espace vectoriel £ de 1'espace
CN des suites complexes. Comme une telle suite est entierement déterminée par ug et u;, cet espace vectoriel
est de dimension 2 (application linéaire (u) — (ug,u1) est un isomorphisme de E sur C?). On cherche une
base de E de la forme u, = 2" (avec x € C). La suite (z") est dans E si et seulement si 22 = az + b. Si les
racines 1 et 1o du polynéme X2 —aX — b sont distinctes, on obtient deux suites indépendantes r? et r%, donc
toutes les solutions s’écrivent u,, = ary + fry (avec a, B € C). Si 11 = ro = r, on vérifie que u,, = nr" est aussi
solution ; les solutions s’écrivent donc (si 7 # 0) u, = (a +nB)r" (avec a, 5 € C).

Dans le cas de la suite de Fibonacci, a = b = 1 et les racines du polynéme X2 — X — 1 sont ¢ et —¢~ ! o ¢
est le nombre d’or. Donc Fj = oaqbk + ﬁ(—l)k¢_k. On détermine « et 8 a ’aide des premiers termes.

1.4 Nombres premiers entre eux
1.20 Définition. On dit que a et b sont premiers entre eux si leur plus grand commun diviseur est 1.

Si a,b € Z, on peut écrire a = a’'d et b = V'd on a’ et b’ sont premiers entre eux et d est le plus grand
commun diviseur de a et b.

Soient n € N* et x1,...,x, des nombres entiers. On dit que les x; sont premiers entre eux dans leur
ensemble si le plus grand commun diviseur de x1, ..., z, est 1; on dit que les x; sont premiers entre eux



deuzw a deuw, si pour tout couple d’entiers i, avec 1 < i < j < n, les nombres x; et z; sont premiers
entre eux.

1.21 Théoreme de Bézout. Soient a,b € Z. Alors a et b sont premiers entre eux si et seulement s’il
existe u,v € 7 tels que au + bv = 1.

1.22 Théoreme de Gauss. Soient a,b,c € Z. St a divise bc et est premier a b, alors a divise c.

1.23 Corollaire. Soient a,b € Z et p un nombre premier. Si p divise ab alors p divise a ou b.

1.24 Lemme. Soient pq,...,pr € N des nombres premiers distincts deux o deux et 3yi,...0, € N*.
k

Posons n = Hpjj. L’ensemble des diviseurs premiers de n est {p1,...,px} et pour tout j, pjj divise n
j=1

+1 .
et p;’  ne divise pas n.

1.25 Théoreme. Tout nombre entier admet une décomposition en produit de nombres premiers unique
a permutation des termes pres.

On démontre 'existence a ’aide d’une < récurrence forte > sur n. L’unicité résulte du lemme.
1.26 Exercices. a) Soient a, b, c € Z. On suppose que a et b sont premiers entre eux, que alc et b|c.
Démontrer que ablc.
b) Soient a, b, c € Z. On suppose que a est premier a b et a ¢. Démontrer que a est premier a be.
c) Soient a,b € Z et n € N*.

(i) On suppose que a et b sont premiers entre eux. Démontrer que a et b" sont premiers entre
eux. En déduire que a” et " sont premiers entre eux.

(ii) Démontrer que le plus grand commun diviseur de a™ et b" est d" ou d est le plus grand
commun diviseur de a et b.

d) Soient a, b, c € Z tels que albe. Démontrer qu’il existe d, e € Z tels que a = de et d|b et e]c.

1.5 Congruences, ’anneau Z/nZ

1.27 Définition. Soient a,b,n € Z. On dit que a est congru a b modulo n et on écrit a = b [n] si n
divise b — a.

1.28 Proposition. Soit n € Z. La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence.
1.29 Lemme. Soit p un nombre premier. Pour tout entier k tel que 1 < k < p — 1 le coefficient

binomial (i) est divisible par p.

Ona (p—k) (Z) :p<p;1).

1.30 Petit théoréme de Fermat. Soit p un nombre premier. Pour tout entier k on a k¥ =k [p]. Si
k n'est pas divisible par p, alors kPt =1 [p].

1.31 Théoreme de Wilson. Pour tout nombre premier, on a (p —1)! = —1 [p].

1.32 Définition. Soit n € Z. On note Z/nZ le quotient d’équivalence pour la relation de congruence
modulo n.



Pour n € N* on a a = b [n] si et seulement si a et b ont méme reste dans la division euclidienne par
n; on en déduit que Z/nZ a n éléments (autant que des restes possibles).

1.33 Proposition. Soit n € Z. L’addition et la multiplication de Z passent au quotient et définissent
une structure d’anneau sur Z/nZ.

En d’autres termes, si a = b [n] et o' =¥ [n], alors a+a =0+ b [n] et aa’ =0V [n].

1.34 Proposition. Soit n € N*. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) L’anneau Z/nZ est un corps.
(ii) Le nombre n est premier.

1.35 Proposition. Soient n € Z. La classe d’un élément a € Z est un élément inversible de 'anneau
Z|nZ si et seulement si a et n sont premiers entre eut.

Pour n € N*, le nombre d’éléments inversibles de Z/nZ est donc égal au nombre d’entiers a € [0,n — 1]
premiers a n. Ce nombre se note ¢(n). L’application ¢ ainsi construite s’appelle l'indicatrice d’Euler.

Soit p un nombre premier. Tout nombre non divisible par p est premier a p; on a donc ¢(p) = p — 1.
Soient n € N* et a € Z; alors a est premier avec p" si et seulement si a est premier avec p (exercice
c), i.e. 8’il n’est pas divisible par p. Les nombres a € [0, p" — 1] divisibles par p sont les kp avec
0 < k < p" ' IIs sont au nombre de p"~'. Donc ¢(p") =p" —p" ' = (p—1)p" L.

1.36 Remarque. Soient m,n € Z deux nombres entiers. On suppose que m|n. Pour a,b € Z, si
a = b [n], alors a fortiori a = b [m]. On définit une application naturelle 7, ,, : Z/nZ — Z/mZ qui a
la classe de @ modulo n associe sa classe modulo m. C’est clairement un homomorphisme d’anneaux.

1.37 Théoreme < Chinois ». Soient m,n deux nombres premiers entre eux. L’application

Z/mnZ — Z/mZ X ZL/nZ

a +— (Wm,mn(a>) 71'n,mn<a>>

est bijective ; ¢’est un isomorphisme d’anneaux.

En particulier, si m,n sont premiers entre eux on a @(mn) = p(m)e(n).

1.38 Proposition. Soit n € N, n > 2. Notons py,...,px les nombres premiers (positifs et) distincts
k
1
qui divisent n. On a o(n) = nH (1 — —) :
j=1 bi

1.39 Résolution générale de deux équations type. On va donner une méthode générale pour
deux équations : un systeme de congruences et une équation diophantienne. Chacune de ces équations
demande d’abord un calcul de plus grand commun diviseur et une < relation de Bézout .

a) Résoudre I'équation de congruences : = =a [m] et x =0 [n].

e On suppose que m et n sont premiers entre eux. Ecrivons une relation de Bézout
mu + nv = 1. Posons zg = mub + nva. Alors g — a = mub + (nv — 1)a = mub — mua est un
multiple de m et g — b = (mu — 1)b + nva = nv(a — b) est un multiple de n. Notre équation
devient

r=x¢ [m] et x=xo [n],

qui est équivalente & x = xy [mn]. L’ensemble de ses solutions est {xg + mnk; k € Z}.



e Cas général. Notons d le plus grand commun diviseur de m et n. Si z est solution de notre
équation, comme d divise x — a et & — b, alors d|b — a. Si a n’est pas congru a b modulo d,
alors notre équation n’a pas de solution. Sinon, écrivons b — a = /d et écrivons une relation de
Bézout mu + nv = d. Posons ¢y = a + {mu = a + {(d — nv) = b — nlv. C’est une solution de
notre équation. Notre équation devient

r=x0 [m] et x=xo [n],

mn
qui est équivalente a x = xy [M] ou M = u est le plus petit commun multiple de m et n.

L’ensemble de ses solutions est {xo + Mk; k € Z}.

b) Résoudre I’équation diophantienne : ax + by = c.

On va supposer que a n’est pas nul. Notons d le plus grand commun diviseur de a et b. Ecrivons
a = da et b = db o d' et b’ sont deux nombres premiers entre eux, et donnons une relation
de Bézout a'u + b'v = 1. L’équation devient d(a’z + b'y) = c. Si ¢ n’est pas multiple de d, il
n’y a pas de solution. Sinon, écrivons ¢ = dc’. L’équation devient o'z + b’y = ¢ = /(a'u + V'v),
soit a'(z — du) = V(v —y). Si (z,y) est solution, alors a’ divise b'(d'v — y) et est premier avec
v, donc il divise ¢'v — y. Ecrivons ¢'v — y = ka'. On doit alors avoir : a/(z — ¢u) = a/b'k, donc
xr —du=0b'k. L’ensemble des solutions est contenu dans {(cdu+V'k,c'v—kad'); k € Z}. On vérifie
immédiatement que, inversement, pour tout k € Z, on a a(c'u + b'k) + b(c'v — ka') = c.

Remarquons que dans ces deux équations on a trouvé une solution particuliere et résolu 1’ équation
homogene associée. Pourquot ?

2 Anneaux

2.1 Généralités

2.1 Définition. Un anneau est un ensemble A muni de deux lois : la premiere s’appelle en général

I'addition et est notée +; la deuxieme s’appelle en général la multiplication et est notée (z,y) — zy.

On suppose que :

e Muni de I'addition A est un groupe abélien ; son élément neutre est noté en général 0 ou 04 en cas
d’ambiguité ; le symétrique d’un élément x € A pour + s’appelle 'opposé de = et se note —z.

e La multiplication est associative et possede un élément neutre, en général noté 1 ou 14 en cas
d’ambiguité.

e La multiplication est distributive par rapport a I’addition : pour tout a,b,c € A, on a a(b+c) = ab+ac
et (a+ b)c = ac+ be.
Lorsque la multiplication est aussi commutative, on dit que I'anneau A est abélien ou commutatif.

2.2 Exemples. a) Munis des opérations (addition et multiplication) usuelles, les ensembles Z, Q,
R, C sont des anneaux commutatifs, ainsi que 'anneau K[X] des polynomes sur un corps (ou un
anneau) commutatif K.

b) L’ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients dans R, muni de I'addition et de la
multiplication des matrices est un anneau non commutatif pour n > 2.



Si A et B sont deux anneaux, une application f : A — B est appelée un homomorphisme (ou mor-
phisme) d’anneauzr si pour tout x,y € A on a f(x +vy) = f(z)+ f(y) et f(zy) = f(x)f(y) et si
f(14) = 1p. (Remarquons qu’on a automatiquement f(04) = 0p).

Soient A un anneau et x € A. On définit nz pour n € Z en posant Ox = 0, 1z = x, puis, pour tout
n €N, (n+ 1)z = (zn) + z; enfin pour n négatif nz = —((—n)z). L’application n +— nz est un
homomorphisme de groupes de (Z,+) dans (A, +).

L’élément nl, se note parfois n méme lorsque ce morphisme n’est pas injectif.
+1

On définit de méme 2" pour x € A et n € N : on pose 2° = 14, ' = x puis 2" = 2"z(= z2").

2.3 Formule du bindéme. Soient A un anneau et a,b € A deux éléments permutables - i.e. tels que
ab = ba. Alors, pour tout n € N, on a

(a+b)" = zn: (Z) a*on k.

k=0

Cest faux si ab # ba. Par exemple (a + b)* = a® + ab + ba + b* # a® + 2ab + b*.

2.4 Définition. Soit A un anneau. Un élément a € A est dit inversible (on dit parfois une unité de

A) ¢l existe @’ dans A (nécessairement unique) tel que a’a = aa’ = 14. Si a est inversible, 1'élément a’

tel que @'a = aa’ = 14 s’appelle I'inverse de a et se note a ™.

2.5 Proposition. L’ensemble (noté parfois A™"') des éléments inversibles de A est un groupe pour la
multiplication.

2.6 Définition. Un corps est un anneau K tel que K ' = K — {0x}.

2.7 Exercice. Soient A un anneau et a € A. Démontrer que a est inversible si et seulement si ’appli-
cation b — ab est bijective de A dans A.

2.2 Anneaux integres; anneaux principaux

Dans la suite, tous les anneauxr seront supposés commutatifs.

2.8 Définition. On dit qu’'un anneau commutatif A est integre si le produit de deux éléments non
nuls de A est non nul.

2.9 Division ; éléments associés. Dans un anneau commutatif integre, on peut définir la divisibilité
comme dans Z. On dit que a divise b et on écrit a|b s’il existe ¢ (nécessairement unique si a n’est pas
nul) tel que b = ac. Autrement dit a|b si b € aA.

On dira que deux éléments a et b de A sont associés si a|b et bla, c’est a dire s'il existe u € A inversible
tel que a = ub.

Le sous-ensemble aA de A est un sous-groupe de A. Mais contrairement au cas de Z, les sous-groupes
de A sont loin d’étre en général tous de cette forme.

2.10 Définition. Soit A un anneau commutatif. On appelle idéal de A une partie I de A qui est un
sous-groupe de (A, +) et telle que, pour tout a € A et tout x € I on ait ax € I.

A un idéal on peut encore associer une relation d’équivalence et définir un anneau quotient :

2.11 Proposition. Soient A un anneau commutatif et I un idéal dans A. La relation R définie sur A
par a Rb si b—a € I est une relation d’équivalence.



2.12 Définition. Soient A un anneau commutatif et / un idéal dans A. On note A/I le quotient
d’équivalence pour la relation R.

2.13 Proposition. Soient A un anneau commutatif et I un idéal dans A. L’addition et la multiplication
de A passent au quotient et définissent une structure d’anneau sur A/I.

En effet, sia,b € Aet x,y € I, alors (a+x)+ (b+y) Ra+bet (a+z)(b+y) = ab+ (ay+z(b+y)) Rab.
2.14 A retenir. a) Si [ est un idéal d'un anneau (commutatif) A, on peut construire un anneau
A/I et un homomorphisme surjectif d’anneaux 7 : A — A/I de noyau I.

b) Inversement, le noyau d’un homomorphisme d’anneaux 7 : A — B est un idéal.

Pour a € A, I'ensemble aA est un idéal de A. On I'appelle I'idéal principal associé a a.

2.15 Définition. On dit qu'un anneau commutatif est principal s’il est integre et tous ses idéaux sont
principaux.

Un idéal étant en particulier un sous-groupe, 'anneau Z est principal. Nous verrons que si K est un
corps commutatif, 'anneau K[X] des polynomes a coefficients dans K est aussi un anneau principal.
D’autres exemples d’anneaux principaux et d’anneaux integres non principaux seront donnés plus bas.

Dans un anneau principal, la division se comporte essentiellement comme dans Z.

2.16 Théoreme. Soient A un anneau principal et a,b € A.

a) 1l existe un élément m € A tel que aANDA = mA. L'élément m est un multiple commun de a et
de b. Les multiples communs de a et b sont les multiples de m.

b) Il existe un élément d € A tel que aA + bA = dA. L’élément d est un diviseur commun de a et
de b. Les diviseurs communs de a et b sont les diviseurs de d.

2.17 Définition. L’élément d de ce théoreme s’appelle un plus grand commun diviseur (PGCD) de a
et b. L’élément m s’appelle un plus petit commun multiple (PPCM) de a et b.

Un PGCD de a et de b n’est en général pas unique : il est unique a multiplication par un élément
inversible de A pres. On a fait un choix dans Z en les prenant dans N ce qui les a rendus uniques. On
fait un tel choix aussi dans K[X], mais il n’y a pas en général un choix < meilleur que les autres .

Comme dans le cas de Z, on peut définir la notion d’éléments premiers entre eux : leurs seuls diviseurs
communs sont les éléments inversibles. Alors 1,4 est un PGCD, i.e. aA+bA = A. On a donc le théoreme
de Bézout dans ce cadre, dont découle le théoreme de Gauss :

2.18 Théoreme de Bézout. Soit A un anneau principal. Soient a,b € A. Alors a et b sont premiers
entre eux si et seulement s’il existe u,v € A tels que au + bv = 1.

2.19 Théoreme de Gauss. Soit A un anneau principal. Soient a,b,c € A. Si a divise bc et est premier
a b, alors a divise c.

Le role des nombres premiers est ici joué par les éléments irréductibles.

2.20 Définition. Soit A un anneau integre. Un élément a € A est dit irréductible s’il n’est pas
inversible et dans toute décomposition a = bc un des deux facteurs b ou c¢ est inversible.

2.21 Proposition. Soient A un anneau principal et a € A non nul. Alors a est irréductible si et
seulement si 'anneau quotient A/aA est un corps.



Pour établir la décomposition en produit d’éléments irréductibles dans un anneau principal, la difficulté
est de démontrer que tout élément non nul et non inversible possede un diviseur irréductible, et qu’il
n’en possede qu'un nombre fini. Nous esquissons une preuve ci-dessous :

2.22 Lemme. a) Soit A un anneau principal. Toute suite croissante d’idéauzr de A stationne.

b) Toute suite décroissante d’idéaux d’intersection non nulle stationne.

Démonstration. Soit I, une suite d’idéaux de A.

a) On suppose que la suite I,, est croissante, c’est a dire que, pour k,¢ € N avec k < ¢, on a I}, C I,.
On veut démontrer qu’il existe n tel que, pour k > ¢ on a I, = I,,.
Comme la suite [, est croissante, on vérifie que la réunion des I,, est un idéal J de A.
Puisque A est principal, il existe a € A tel que J = aA. Alors a € J et il existe n € N tel que
a € I, (par définition d’une réunion). On a alors J = aA C [, donc J = I, (puisque J est la
réunion de Ii). Pour k > n,ona [, C I, C J = I,.

b) On suppose que la suite I,, est décroissante, c’est a dire que, pour k, ¢ € Navec k < ¢, on a I D I,.

Soit a un élément non nul de l'intersection ﬂ I}, Pour k € N, il existe by, tel que Iy = byA (A

keN
étant principal). Comme a € I, il existe ¢, € A tel que bgcy = a. Pour k < ¢, on a I}, D I, de

sorte que by, € I, : il existe x € A tel que by = xb,. Comme byc, = a = bycy, il vient xc, = ¢y, soit
ck|ce. Posons Ji = ¢, A. La suite Jy est croissante, donc stationne d’apres a). Il existe donc n tel
que, pour k > n on ait J, = J,,. Pour kK > n, on a ¢, € J,, donc il existe y € A tel que ¢, = yc, ;
comme bycp = a = by,c, il vient b, = yby, donc I,, C I, et I'on a 1’égalité.

]

2.23 Théoreme. Soient A un anneau principal et a € A un élément non nul et non inversible.
a) Il existe un élément irréductible p € A tel que pla.

b) Il existe un ensemble fini F' d’éléments irréductibles de A tels que tout élément irréductible de A
qui divise a est associé a un élément de F'; pour tout irréductible p, il existe n € N tel que p" fa.

Une fois ce théoreme établi, on en déduit immédiatement 'existence de la décomposition en facteurs
irréductibles. L’unicité est plus difficile & énoncer mais se démontre comme dans le cas de Z :

2.24 Théoreme. Soient A un anneau principal et a € A un élément non nul et non inversible. Il existe

n
un entier n > 1 et des éléments irréductibles py,...,p, € A tels que a = Hpj. Cette décomposition
j=1
n m
est unique a l'ordre des facteurs prés : st a = Hpj = qu, alors n =m et il existe 0 € &, i.e. une
j=1 j=1

bijection o : {1,...,n} — {1,...,n} telle que p; soit associé & g, ;) (pour tout j).

2.3 Anneaux euclidiens

Les anneaux euclidiens sont ceux pour lesquels on dispose d’une division euclidienne. La méme preuve
que pour Z démontre qu’ils sont principaux. De plus, dans un anneau euclidien, comme dans 7Z, on
peut calculer le PGCD, écrire une relation de Bézout, résoudre des équations diophantiennes ou de
congruence, etc. de facon algorithmique.

2.25 Définition. Soit A un anneau commutatif et integre. On dit que A est euclidien s’il existe une
application v : A — {0} — N, - appelée stathme euclidien telle que pour tous a,b € A — {0} il existe
g, € Atels que a =bg+r et r =0 ouv(r) <wvb).
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2.26 Remarque. En général, on demande de plus que, pour tous a,b € A — {0} tels que a|b on ait
v(a) < v(b). Cette condition est en pratique toujours vérifiée, mais n’est pas utile dans ce qui suit. On
peut démontrer que si A possede un stathme qui ne vérifie pas cette propriété, il en possede un qui la
vérifie.

L’anneau Z est euclidien de stathme a +— |a|. Nous verrons plus bas que 'anneau K[X] est aussi
euclidien : Iapplication qui & un polynéme associe son degré est un stathme euclidien sur K[X].

2.27 Théoreme. Tout anneau euclidien est principal.

Soit A un anneau euclidien ; notons v son stathme. Soit / un idéal non nul de A et a € I — {0} tel
que v(a) = inf{v(z); = € I — {0}}. Puisque a € I, on a aA C I. Soit = un élément de I; écrivons
r=uaq+r,avecq,r € Aetr=0our#0etv(r) <wv(a). Orr=x—aq € I, et on ne peut avoir r # 0
et v(r) < v(a) par définition de a. Il vient » = 0, donc = € aA. Cela prouve que I = aA.

2.28 Remarque. Dans un anneau euclidien, comme pour le cas de Z, on dispose de 1’algorithme
d’Fuclide qui permet de calculer en pratique le plus grand commun diviseur de deux éléments.

2.29 Exemples d’anneaux euclidiens. Soit 7 € C — R un entier quadratique, 7.e. tel qu’il existe
a,b € Z avec 7° + a7 + b = 0. 1l est alors immédiat que I'ensemble Z + 7Z = {m + nr; (m,n) € Z*}
est un sous anneau - noté Z[7] de C. Inversement, si Z + 77 est un anneau, alors 7> € Z + 77, donc 7
est racine d'un polynome X? + aX + b avec a,b € Z.

Les racines du polynéme X2 + aX + b sont 7 et 7, de sorte que 7 +7 = —a et 77 = b. En particulier
T=—a—T€Z[].

Pour x € Z[7], on a T € Z[r], donc |z|* = Tz € Z[7] N R, = N (et, de méme, T+ z € Z[r]NR = Z).
Posons v(x) = |z|>. Nous allons voir que pour des valeurs trés particuliéres de 7, 'anneau Z[7] est
euclidien de stathme v, et que dans d’autres cas, il n’est pas principal.

2.30 Proposition. Un élément x de Z[7| est inversible si et seulement si v(x) = 1.
Si xy =1, on a v(z)v(y) = |z|*|y|* = 1 donc v(x) est inversible dans N : v(z) = 1.
Si v(x) =1 alors 2T = 1, donc z est inversible dans Z[7].

2.31 Lemme. On suppose que |Im(7)| < V3. Alors pour tout z € C, il existe q € Z[7] tel que |z2—q| < 1.

1
Démonstration. Soit n € Z 'entier le plus proche de %, de sorte que |Im(z — n7)| < % Soit
m(7
1
aussi m le nombre entier le plus proche de la partie réelle de z —nr, de sorte que |Re(z —nrt—m)| < =
1 I 141 2
Posons ¢ = m+n7. On a |Re(z —¢)| < 3 et [Im(z—q)| < w, donc |z —q]* < +Tm(7) <1. 0O

2.32 Théoreme. Si [Im(7)| < V/3, l'anneau Z[7] est euclidien de stathme v : z — |z|?.
Démonstration. Soient a,b € Z[1] — {0} ; posons z = % et soit ¢ € Z[r] tel que |z — ¢q| < 1. Posons
r=a—>bq. Onaa=>bg+ret|r|=bl|z—q| <|b] donc v(r) < v(b). O

2.33 Remarque. Sans changer I'anneau Z[7r], on peut remplacer 7 par 7, de sorte que l'on peut
supposer que Im(7) > 0; on peut aussi remplacer 7 par 7+ n (avec n dans Z). On peut donc supposer
que la partie réelle de 7 est dans [0,1]; comme 7+ 7 € Z, on a 7+ 7 = 0 ou 1. Cela nous ramene a
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étudier seulement le cas ol 7 est racine d'un polynome X? + b, ou X* — X + b (avec b € N*). Dans le
14+v4b—1

5 .
Le théoreme s’applique donc uniquement dans les cing cas suivants :

1+ 1+ 1+/11
7_6{2.72.\/57 —H\/g’ —|—2\/7’ +1 }

premier cas, T = z'\/l_); dans le deuxieme 7 =

2 2 2

1+i\/1_51

SR ‘anneau Z[7]

2.34 Exercice. On veut démontrer que pour 7 = ¢Vb avec b > 3 et pour 7 =

n’est pas principal. En utilisant les égalités :

e pour 7=iV3,ona (1+7)(1+7)=4=2x2;
1+iV15
2

e pour 7 =ivVh,ona (l+7)(1+7)=6=2x3;

démontrer que 'on n’a pas I'unicité dans la décomposition en éléments irréductibles. Pour b > 5, et
T = Vb, écrire une égalité de ce style en discutant la parité de p. En déduire que Z[r| n’est pas
principal.

e pour 7 =2t ouT = ,onaTrT =4=2x2;

Commentaire. On peut démontrer (relativement facilement... mais cela nous meénerait trop loin) que
dans tous les autres cas, 'anneau Z[7| n’est pas euclidien. Cependant, il y a quelques cas ou Z[7] est
1+14v/19

quand méme principal. Cela se produit pour 7 = 5

2.35 L’équation diophantienne z* + y*> = 2%. On cherche & trouver tous les triples (z,v,2) € Z*
tels que x> +y* = 2. Si (2,9, 2) est une solution et k € Z, alors (kz, ky, kz) est aussi une solution. On
peut donc supposer que (z,y, z) sont premiers entre eux. Si d divise x et y, alors d* divise 2?, donc d
divise z. On peut donc supposer que x et y sont premiers entre eux. Remarquons que x et y ne peuvent
étre tous deux impairs car alors 2° = y* = 1 [4], donc 2* = 2 [4] ce qui est impossible. Donc I'un des
deux est pair et ’autre impair.

Dans ce cas, l'idéal (x + iy)Z[i] + (x — iy)Z[i] de Z[i] contient (x + iy) + (x — iy) = 2z, ainsi que
i((x — iy) — (z +iy)) = 2y donc il contient 2. Or il existe ¢ € Z[i] tel que (z + iy) — 2q soit égal & 1 ou
a 4. Cela prouve que (z +iy) et (x — iy) sont premiers entre eux. Décomposons 2* = (x + iy)(x — iy)
en éléments irréductibles dans Z[i] ; puisque c’est un carré, chacun figure un nombre pair de fois. Cela
prouve que  + iy est associé a un carré : il existe (a, b) € Z, tels que x + iy soit associé & (a + ib)* c’est
a dire o + iy = £(a + ib)* (si y est pair) ou x + iy = +i(a + ib)* (si x est pair). On en déduit que les
solutions sont nécessairement de la forme (k(a® — b%), 2kab, k(a* + b)) ou (2kab, k(a® — b%), k(a® + b?))
(avec a, b,k € Z).

2.36 Proposition. On suppose que Z[t]| est principal. Soit ¢ un élément irréductible de Z[t]. Alors
deux cas sont possibles :

e il existe un nombre premier p € N tel que v(q) =p;

e il existe un nombre premier p € N tel que q soit associé a p (et 'on a v(q) = p*).

Décomposons v(q) = ¢q en facteurs premiers dans Z. C’est une décomposition dans Z[7] qui ne peut

donc avoir que un ou deux éléments : dans le premier cas v(q) est premier; dans le deuxiéme un des

facteurs p est associé a ¢, donc v(q) = v(p) = p°.

Pour finir, signalons sans démonstration quels nombres premiers de N ne sont plus irréductibles dans
Z[i].

2.37 Proposition. Soit p € N un nombre premier. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) il existe v,y € Z tels que 2° +y* =p;

(i) l’élément p € Z[i] n’est pas irréductible dans Z][i] ;
)
)

(iii) —1 est un carré modulo p;

(iv) p# 3 [4].

3 Sous-corps

3.1 Caractéristique d’un corps; sous-corps premier

Soit K un corps. Tout morphisme f d’anneaux de K dans un anneau non nul est injectif : si x € K™,
alors f(x~!)f(x) = 1, donc f(z) # 0.

Soit K un corps et f : Z — K l'unique homomorphisme d’anneaux (défini par f(n) = nlg). Le
noyau de f est un idéal nZ de Z. L’image f(Z) est un sous-anneau commutatif de K isomorphe a
Z/nZ. Puisque K est un corps, f(Z) est un anneau integre, donc ou bien n est premier, ou bien f est
injective. Ce nombre n s’appelle la caractéristique de K.

e Lorsque la caractéristique p n’est pas nulle, I'image f(Z) est un sous-corps de K isomorphe a Z/pZ.

e Lorsque [ est injective, on peut étendre f en un homomorphisme f : Q — K en posant f Py =

f(p)f(q)~! pour p,q € Z avec q # 0. L’image f(Q) est un sous-corps de K isomorphe & Q.
e Le corps ainsi obtenu, isomorphe selon les cas a Z/pZ ou a Q est le plus petit sous-corps de K. On
I’appelle le sous-corps premuier de K.

3.2 Corps des fractions d’un anneau integre

Soit A un anneau commutatif integre non nul. On définit un corps K contenant A. Sa construction
a
est la généralisation de la construction de Q a partir de Z. Les éléments de K sont des fractions —

ouna€ Aetbe A— {0}. On peut alors dire quand deux fractions sont égales, définir ’addition et la
multiplication des fractions, et vérifier que ’on obtient ainsi un corps qui contient ’anneau A.

Pour formaliser cela, considérons la relation R sur A x (A — {0}) définie par (a,b) R (c,d) si ad = be.
On vérifie sans peine que R est une relation d’équivalence. Notons K l’ensemble quotient. La classe

dans K d’un élément (a,b) € A x (A — {0}) se note %-

On définit la somme et le produit d’éléments de K en posant pour des éléments a, b, c,d de A avec b, d
non nuls

a,c_gadtbe ,oac_ac
b d  bd bd  bd
Ces opérations sont bien définies : si (a,b) R (a',b") et (¢,d) R(c',d"), alors (ad + be, bd) R (a'd' +b'd, V'd")

t (ac,bd) R (a'd,t'd"). De plus, on a
a ¢ a+c

+ =
d d d
ce qui permet de démontrer facilement les regles des opérations : K est bien un anneau commutatif.

b

De plus K est un corps : I'inverse de % est — (pour a,b € A— {0}).
a

Le corps K s’appelle le corps de fractions de A.

a
Enfin, on plonge A dans K au moyen de l'application a — 1 . cette application est un morphisme

injectif qui plonge 'anneau A dans K
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3.1 Proposition. Pour tout corps L et tout homomorphisme injectif f : A — L, il existe un unique
homomorphisme f : K(A) — L dont la restriction a A C K(A) soit f

3.3 Eléments algébriques, éléments transcendants

Soient L un corps commutatif et K C L un sous-corps.

Soit € L. Considérons L comme espace vectoriel sur K et introduisons le sous-espace K[z| C L
engendré par les éléments 2" pour n € N. Cet espace est I'image de lapplication f : P +— P(x)
de K[X] dans L. Cette application étant un homomorphisme d’anneaux, son noyau est un idéal de
I'anneau principal K[X]. Il existe donc un polynéme w € K[X] tel que ker f = wK[X]. Deux cas sont
possibles :

a) Si w = 0, I'application f : P +— P(z) est injective de K[X] dans L. On dit alors que z est
transcendant sur K.

b) Siw # 0. Remarquons que f n’est pas l’application nulle, donc @ n’est pas inversible ; si w = PQ),
on trouve P(z)Q(z) = 0, ce qui implique que P(z) = 0 ou Q(z) = 0, i.e. I'un des deux est dans
ker f donc multiple de w. Il s’ensuit que w est irréductible. On dit alors que x est algébrique sur
K et le polynome w s’appelle le polynome minimal de x.

Citons sans démonstration le résultat suivant :

3.2 Proposition. Soient L un corps commutatif et K C L un sous corps. Les éléments de L algébriques
sur K forment un sous-corps de L.

Cela signifie que la somme, le produit, l'inverse d’éléments algébriques est algébrique.

3.3 Proposition. Le corps des nombres complexes algébriques sur Q est dénombrable.

En effet, les éléments algébriques sont les racines de polyndmes a coefficients rationnels (non nuls). Or
Q étant dénombrable, I’ensemble des polynomes a coefficients rationnels est dénombrable, et chacun a
un nombre fini de racines

On déduit de ce résultat qu’il y a < bien plus » de nombres transcendants que de nombres algébriques.
On peut démontrer que les nombres e et 7 sont transcendants, mais ce n’est pas si facile.

4 Polynomes et fractions rationnelles

4.1 Polyndémes a une indéterminée sur un corps commutatif K

Soit K un corps commutatif. On sait tres bien ce qu’est un polynome a coefficients dans K : c’est
n

une expression abstraite P = Z ap X" ou les a; sont des éléments de K appelés les coefficients de P.

On sait ajouter et multiplier les polynomes, les multiplier par un scalaire : les polynomes forment une
K-algebre.

4.1 Quelques mots sur la définition de ’algébre K[X]. Se donner un polynéme revient a se
donner ses coefficients c’est a dire une suite (ay)geny d’éléments de K qui sont nuls pour k assez grand :
il existe n € N satisfaisant a;, = 0 pour £ > n. On peut formaliser cela en définissant un polynome
comme la suite abstraite de ses coefficients : 'ensemble des polynomes est alors Uensemble K™ des
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suites (ag)ren telles qu'il existe n € N satisfaisant a;, = 0 pour k > n. Dans cette vision, le k™€
coefficient du polynéome X* est égal & 1, et tous les autres sont nuls. L’ensemble K () egt naturellement

un K-espace vectoriel de dimension infinie et (X*)cy en est une base.

L’algtbre K[X] est donc Iespace vectoriel K™ muni de 1'unique produit tel que X*X* = X*** (pour
tous k, ¢ € N). Enfin, on identifie K avec I’ensemble des polynémes constants (au moyen de a — aX (0)).

Soit P € K[X] un polynéme non nul. On appelle degré de P l'entier 0P = n € N tel que a, # 0 et,
ar = 0 pour k > n (ou les ay sont les coefficients de P). Le coefficient non nul de plus haut degré
(a, si OP = n) s'appelle le coefficient directeur de P. On dit que P est unitaire (ou monique) si son
coefficient directeur est 1.

4.2 Proposition. Pour P,Q € K[X] deux polynémes non nuls, on a PQ # 0, O(PQ) = 0P + 0Q,
et le coefficient directeur de PQ) est le produit des coefficients directeurs de P et de Q). En particulier,
Uanneau K[X] est intégre.

L’anneau K [X] est euclidien de stathme 0. Plus précisément on a (ot 'on a convenu 90 < 0) :

4.3 Proposition : Division euclidienne dans K|[X]|. Soient A, B € K[X]| avec B # 0. Il existe un
unique couple Q, R € K[X] tels que A = BQ + R et OR < 0B.

On en déduit que K[X] est principal, c’est-a-dire que tous les idéaux de K[X] sont de la forme AK[X].
On peut alors définir le plus grand commun diviseur (PGCD) et plus petit commun multiple (PPCM)
de deux polynomes, établir un théoreme de Bézout, un algorithme d’Euclide qui permet de trouver
le PGCD et une relation de Bézout ainsi que la décomposition unique d'un polynome en facteurs
irréductibles.

4.4 Exercices. a) Soient L un corps commutatif et K un sous-corps de L. Soient A, B € K[X];
Démontrer que leur PGCD est le méme qu’on les considére comme éléments de K[X] ou de L[X].

b) Calculer PGCD(X™ — 1, X" —1).

De I'égalité 0(PQ) = 0P + 0Q on déduit :
4.5 Proposition. a) Les éléments inversibles de K[X] sont les polynomes non nuls de degré nul,
1.e. les éléments de K.

b) Tout polynome de degré 1 est irréductible.

4.2 Fonctions polynomes

4.2.1 Racines

Soit K un corps. Siz € K et P = Zaka € K[X], on pose P(x) = Zakxk. L’application z — P(x)

k=0 k=0
s’appelle la fonction polynome associée a P. L’application P — P(z) est un homomorphisme d’anneaux

de K[X] dans K. On dit que = est une racine de P si P(z) = 0.

4.6 Proposition. Le reste de la division euclidienne de P par X — a est P(a). En particulier, X — a
divise P si et seulement si P(a) = 0.
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En effet, écrivons P = (X — a)Q + R avec OR < 0, donc R € K. Comme (X — a)(a) = 0, on trouve
P(a) = R.

Cette proposition nous conduit & dire que a est une racine d’ordre k (au moins) si (X — a)* divise P
et d’ordre exactement k si de plus (X — a)**! ne divise pas P. Si k = 2,3, on dira que a est racine
double, triple... de P. Si k > 2 on dira que a est racine multiple de P

4.7 Proposition. Soient aq,...,ar € K des éléments deux a deux distincts et my,...,my € N. Si un
k

polynome non nul P admet les racines a; avec multiplicité m;, il est divisible par H(X —a;)™. En
j=1

k
particulier OP > Zm] et st OP = ij, alors P = aH —a;)™ ou a € K est le coefficient
J=1

directeur de P.

Les polynomes X — a; sont premiers entre eux deux a deux, donc il en va de méme pour (X — a;)"™
Si P admet les racines a; avec multiplicité my, il est divisible par (X — a;)™, donc par leur produit.

4.8 Exemple. Soit p un nombre premier. D’apres le (petit) théoréme de Fermat, pour tout = € Z/pZ,
on a z¥ = z. En d’autres termes, tout élément de Z/pZ est racine du polynome X? — X € Z/pZ[X].

On en déduit que H (X —2)=XP - X.

x€Z/pL
4.9 Corollaire. Si K est infini, [’homomorphisme qui a un polynome P associe la fonction polynome
z+— P(z) de K dans K est injectif.

En effet, un polynome non nul ne peut avoir qu'un nombre fini de racines. Il ne peut s’annuler sur tout

K.

A cause de ce corollaire, on confond souvent les polynomes avec les fonctions polynomes.

4.10 Remarque. Pour K = Z/pZ, le noyau de 'homomorphisme qui & un polynéme P associe la
fonction polynéome x +— P(z) de K dans K est I'idéal engendré par X? — X.

4.11 Exemple. Polynéme d’interpolation de Lagrange. Soient z1, x5 . . ., z,, des éléments distincts
de K et A, Ao, ..., A\, des éléments de K. Il existe un unique polynoéme P de degré au plus n — 1 tel
que P(z;) = A\; pour tout i.
Existence. Pour ¢ = 1,...,n, posons @Q; = H (X — ;). On prend P = Z —Q;.

1<j<n; j#i i=1 Qi(:)

Unicité. Si P et (@) satisfont ces conditions alors P — @) s’annule en les x;; comme (P — Q) < n, il
vient P — @ = 0.

4.2.2 Polynomes scindés ; relations entre coefficients et racines

On dit qu’'un polynome P est scindé s’il est produit de polynéomes du premier degré. Alors P s’écrit
n

P = aH(X — xp).
k=1
n—1

Soit P = H — x}) un polynome unitaire scindé. Ecrivons P = X" + Z apX*. Alors on a
k=0
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n

somme des racines E Tp = —Qp_1;

k=1
n
e produit des racines (—1)"ap = H T
k=1
¢
e Plus généralement, (—1)£an_g = Z < :vkj> est la somme de tous les produits de £ racines.
1<k <...<ky<n \j=1

Pour n = 2 on trouve P = X2 — SX + P ou1 S est la somme et P le produit des racines.
Pour n = 3 on trouve P = X? — SX? 4+ ¥,X — P, ot S est la somme, P le produit des racines et
22 = 1% + T1T3 + T2T3.

4.2.3 Dérivation des polynomes

Soit P=) " ayX*. On définit sa dérivée : c’est le polynome P' = > kap X",
k=0 k=1
4.12 Proposition. a) Pour P,Q € K[X], on a (PQ)' = P'Q + PQ'.

b) Soient P € K[X] et a € K une racine de P. Alors a est une racine double de P si et seulement
si P'(a) = 0.

a) se vérifie pour P = X* et Q = X’ et s’6tend par linéarité.
Pour b), écrivons P = (X —a)Q de sorte que (d’apres a) P’ = Q+ (X —a)Q', donc Q(a) = P'(a). Alors a
est racine double de P, si et seulement si ¢’est une racine de @, i.e. si et seulement si P'(a) = Q(a) = 0.

4.13 Dérivées successives ; identité de Taylor. On définit aussi les dérivées successives en posant
P" = (P') ete. La dérivée k-ieme se note P®. On a P®(0) = klag, de sorte que, si K est de
caractéristique nulle (et OP < n),

— PW(0)
P:kz X
=0

Plus généralement, soit a € K. Les polynomes (X — a)* forment une base de K[X] (car ils sont

X —a)k . .
( - a) OnaQ¥ =Qu;sik>jet QP =0sik < j. En particulier,

](Cj)(a) = 6%, et si P s’écrit Zkak, il vient b; = P(j)(a); donc
k

échelonnés). Posons @y =

" pl)(g
P:;Pk!( )(X—a)’f.

4.2.4 Polyndémes irréductibles sur R et C

Donnons sans démonstration le théoréeme fondamental suivant :

4.14 Théoreme de d’Alembert-Gauss. Tout polynome non constant a coefficients complexes admet
au moins une racine dans C.

Tout polyndéme non constant est donc divisible par un X — a. Il en résulte immédiatement que les

polynomes irréductibles dans C[X] sont les polynémes du premier degré : tout polynome a coefficients
complexes est donc scindé.
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Soit maintenant P € R[X] un polynome irréductible. Considérons le comme polynéme a coefficients
complexes. Il a une racine z € C. Si z € R, P est du premier degré. Si z = a + ib € R, alors écrivons
P = BQ + R la division euclidienne de P par B = (X — 2)(X — %) = X? — 2aX + (a® + b?) (dans
R[X]). Alors R € R[X] est de degré au plus 1 et s’annule en z : ¢’est le polynome nul.

On trouve :

4.15 Corollaire. Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes du premier degré et ceux du
deuxieme degré de discriminant strictement négatif.

4.3 Fractions rationnelles sur un corps commutatif K

4.16 Définition. Le corps des fractions de K[X] se note K (X). Ses éléments s’appellent des fractions
rationnelles.

AD A
Si A, B, D sont des polynomes avec BD # 0, on a D= & Donc pour chaque fraction rationnelle F’
A A
il existe des polynomes A, B premiers entre eux B # 0 tels que F' = 5 Une écriture de F' = 5 avec

A, B premiers entre eux s’appelle une forme irréductible de F'.

A
Soit F' une fraction rationnelle et F' = 5 une forme irréductible. Les racines de A s’appellent les zéros

ou racines de F'; les racines de B s’appellent les péles de F. L’ordre de multiplicité d'un zéro (resp.
pole) a est 'ordre de multiplicité de la racine a de A (resp. B).
A
Soit F' € K(X). Notons P C K l'ensemble de ses poles. Soit x € K — P. 1l existe une écriture F' = B
telle que B(z) # 0. On pose alors F(x) = A(z)B(z)"!. Cet élément de K ne dépend pas de I’écriture
A
F = B (avec B(x) # 0).

L’application z — F(z) de K — P dans K s’appelle la fonction rationnelle associée a F.

Décomposition en éléments simples

On va peu a peu essayer de décomposer une fraction rationnelle en une somme de termes plus simples.

A
a) Partie entiére Le degré d’une fraction rationnelle F' = B est le nombre OF = 0A — 0B(€ Z).
Ce nombre est indépendant de I’écriture. On a J(FG) = OF + 0G et O(F + G) < max{JF,dG}

(avec la convention 00 = —0o0).

A ,
Soit F' = 5 une fraction rationnelle. Ecrivons A = BQ + R la division euclidienne de A par B.

R R
On trouve F' = Q + oL ou @ € K[X| C K(X) et 7] est une fraction rationnelle de degré < 0 (ou
nulle). Donc :

Toute fraction rationnelle F' € K(X) se décompose de fagon unique en une somme d’un po-
lynome @ et d’une fraction rationnelle Fy de degré strictement négatif. Le polynome () de cette
décomposition s’appelle la partie entiere de F'.

b) Parties primaires. Soit a présent F' = — une fraction rationnelle de degré < 0. Supposons que

B s’écrive B = B1 By ou B et By sont des polynomes premiers entre eux. D’apres le théoreme
de Bézout, il existe des polynomes C; et Cs tels que A = B1Cy + ByC. Ecrivons C7 = QB + A,
la division euclidienne de C; par Bj et posons Ay = Cy + (QB,, de sorte que A = AyBy + A1 By
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avec 0A; < O0Bj. Notons qu’alors AyB; = A — A1Bs, de sorte que 9(AyBy) < 0B il vient

A A A
5= El + EQ avec 0A; < 0B; et 0As < 0B,. On vérifie que cette décomposition est unique.
1 2
k
Décomposant B en produit H P™ ot les P, sont des polynomes irréductibles distincts on obtient
i=1

(par récurrence sur k) une décomposition unique

A I A,
EZZZIPZ.W

avec 0A; < m;0P;.
’ .A
c) Eléments simples. Considérons enfin le cas ou F = P ou P est irréductible, 0A < moP.
Supposons que m > 2, et notons A = P(Q + R la division euclidienne de A par P. On trouve

F = o + Pt Par récurrence sur m, on trouve donc que F' s’écrit

avec ORy, < OP. Cette décomposition est encore unique.

A
d) Mettant tout cela ensemble, on trouve que toute fraction rationnelle F' = — s’écrit de fagon

unique sous la forme :
ko R .
. 2y
F=E+) >, B
i=1 j=1 11

ou B = bH P™ est la décomposition de B en facteurs irréductibles (et b € K*), E et R, ; sont
des polynomes avec OR; ; < OF;.
Cette décomposition s’appelle la décomposition de F en éléments simples.

Lorsque P; est un polynome du premier degré - c’est toujours le cas si K = C - les R;; sont de degré
nul, donc des éléments de K.

Dans le cas ou K = R, on peut avoir des P; du deuxieme degré; on aura alors des termes du premier
degré au numérateur.
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Deuxieme partie

Algebre linéaire sur un sous-corps de C

On trouve de nombreux exercices dans tous les livres de premiéres années post bac. Nous en proposons
quelques-uns en fin de chaque section.

5 Définitions et généralités

5.1 Espaces vectoriels

5.1 Définition. Soit K un corps commutatif. Un espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel) est
un ensemble E muni
e d’une loi de composition interne notée + ,
e d’une loi externe (action de K) K x E — E notée (A, x) — Az,
telles que
x (E,+) soit un groupe commutatif;
x pour tous A\, u € K et tous z,y € F on a :

Mz+y)= X+ Ny, A+p)z= r+pxr, M)z =Apz) et le =uz.

Rappelons la notion suivante qui prend un sens grace a ’associativité et la commutativité de la somme :

5.2 Définition. Soient F un K-espace vectoriel et A une partie de E. On appelle combinaison linéaire
n

d’éléments de A un élément = de E qui s’écrit sous la forme z = Z Az oun € NJ A ... A, sont

k=1
des éléments de K et x1,...,x, des éléments de A.

5.3 Exemples. a) Muni de l'addition et de la multiplication de K, le corps K est un K-espace
vectoriel.

b) Muni de I’addition des polynémes et du produit d’un polynéme par un scalaire, K[X] est un
K-espace vectoriel.

¢) Sur K" on considere I'addition et I'action de K données par les formules :
(1, @n) + (Ys ey Un) = (X1 + Y150, T+ Yn) €8 A1, .0 20) = (X1, .00, ATy).
Muni de ces opérations, K" est un K-espace vectoriel.

d) Plus généralement, donnons nous un entier n et une famille (Ey, ..., E,) de K-espaces vectoriels.

n
Notons & le produit H Ey = Ey X ...x E, des E). Les éléments de & sont des suites (z1, ..., x,)
k=1
ol x € Ej. Sur € on considere I'addition et I'action de K données par les formules : (z1,...,2,)+

Y1y Un) = (@1 4+ Y1, o, T+ Yn) €8 AM21, ..., 2,) = (Azq, ..., Ax,). Muni de ces opérations, £
est un K-espace vectoriel. Cet espace s’appelle I’espace vectoriel produit des F;.
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5.2 Sous-espaces vectoriels

5.4 Définition. Soit ' un K-espace vectoriel. On appelle sous-espace vectoriel de E une partie F' de
E, qui est un sous-groupe de E pour + et telle que pour tout x € F' et tout A € K on ait Az € F.

Pour vérifier que F' C E est un sous-espace vectoriel on doit vérifier :
e e FetVAe K, z,ye F,onax+ye Fet\rel;

ou
e F#ADetVA\ue K, z,ye F,ona Xz +puy € F.

Plus généralement, un sous-espace vectoriel est stable par combinaisons linéaires :

5.5 Proposition. Soient E un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. Toute combi-
naison linéaire d’éléments de F' est dans F.

5.6 Proposition. Soient E un K-espace vectoriel. L’intersection d’une famille de sous-espaces vecto-
riels de E est un sous-espace vectoriel de E.

Autrement dit, si (E;);er est une famille de sous-espaces vectoriels de E, son intersection i.e. 'ensemble
m E;,={x € E; Vi€ I, x € E;} est un sous-espace vectoriel de E.
iel
5.7 Exemples. Soit ' un K-espace vectoriel.
a) Soit A une partie de E. Il existe un plus petit sous-espace vectoriel de F qui contient A :
I'intersection de tous les sous-espaces de E' contenant A.
b) Soit (F;);e; une famille de sous-espaces de E. Il existe un plus petit sous-espace vectoriel de E
qui contient tous les F; : ¢’est le plus petit sous-espace de E contenant leur réunion A = U E;.
iel
5.8 Définition. Soit F un K-espace vectoriel.
a) Soit A une partie de E. Le plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient A s’appelle le
sous-espace vectoriel engendré par A. Nous le noterons Vect(A)
b) Soit (E;);e; une famille de sous-espaces vectoriels de E. Le plus petit sous-espace vectoriel de

E qui contient tous les E; s’appelle la somme des FE; et se note Z E;.SiI={1,...,n} cette
icl
somme se note aussi Ky + -+ E,.

5.9 Proposition. Soit E un K-espace vectoriel.

a) Soit A une partie de E. Le sous-espace engendré par une partie A de E est l’ensemble des

combinaisons linéaires d’éléments de A.
n

b) Soit (Ey,...,E,) des sous-espaces vectoriels de E. La somme Z E; des E; est ’ensemble
i=1

{Zxk; (T1,...,2,) € By X xEn}
k=1

Pour établir cette proposition, on démontre que les combinaisons linéaires d’éléments de A (resp.
des sommes d’éléments des Fj) forment un sous-espace vectoriel et on utilise la proposition pour
démontrer que c’est le plus petit.

5.10 Définition. Soit F un K-espace vectoriel.
a) Deux sous-espaces F, G de E sont dits supplémentaires si F +G = FE et F NG = {0}.
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b) Soient n € N (n > 2) et (Ey, ..., E,) des sous-espaces de E. On dit que les sous-espaces E; sont
en somme directe si 'application (x1,...,%,) — =1 + ...+ x, est injective.

5.11 Exercices. Soit £ un K-espace vectoriel.

a) Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Démontrer qu’ils sont supplémentaires si et seule-
ment si application (z,y) — = +y de F' x G dans E est bijective.

b) Soient n € Net (Ey,..., E,) des sous-espaces de E. Démontrer que les espaces E; sont en somme
directe si et seulement si pour tout k € {1,...,n—1} on a (E; + ...+ Ex) N By = {0}.

5.3 Applications linéaires

5.12 Définition. Soient F, ' deux K-espaces vectoriels.

e Une application f : E' — F est dite linéaire (ou K-linéaire) siVr,y € Eet VA€ Kona f(x+y) =
f(@)+ f(y) et f(Ax) = Af(x).

Une application linéaire de E dans E s’appelle aussi un endomorphisme de E.

On appelle isomorphisme (d’espaces vectoriels) une application linéaire bijective.

On appelle automorphisme un endomorphisme bijectif.

5.13 Proposition. a) La composée d’applications linéaires est linéaire.

b) La réciproque d’un isomorphisme est linéaire : ¢’est un isomorphisme.

5.14 Exemple. Soient E un espace vectoriel et F,G deux sous-espaces supplémentaires de E. Pour
tout z € FE, il existe un unique élément y € F tel que  — y € G. Notons P(x) cet unique élément.
L’application P : E' — FE ainsi définie (d’image égale a F') est linéaire. On I'appelle le projecteur sur F
parallelement o G. Pour y € F et z € G, on a P(y + z) = y. Remarquons que P o P = P : en d’autres
termes P est idempotent.

Inversement, tout endomorphisme idempotent est de cette forme.
5.15 Proposition. Soient E, F' des espaces vectoriels et f . E — F une application linéaire. L’ tmage

f(Ey) d’un sous-espace vectoriel By de E est un sous-espace vectoriel de F ; l'image réciproque f~'(F})
d’un sous-espace vectoriel Iy de F' est un sous-espace vectoriel de E.

5.16 Définition. Soient F, F' des espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. On appelle
image de f et on note im f le sous-espace f(E) de F'; on appelle noyau de f et on note ker f le
sous-espace f~({0}) de E.

5.17 Proposition. Soient E, F des espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. L’ appli-

cation f est injective si et seulement si ker f = {0} ; Uapplication f est surjective si et seulement si
im f =F.

5.18 Proposition. Soient E| F des espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. Soit F;
un supplémentaire de ker f dans E et notons g : Ey — im f Uapplication x — f(x). Alors g est un
1somorphisme.

5.4 Ensembles d’applications linéaires

5.19 Proposition. Soient E, F' des K-espaces vectoriels.

a) Soient f,g des applications linéaires de E dans F et A\ € K. Les applications f + g : x
f(x)+g(x) et \f : x — Af(x) (de E dans F) sont linéaires.
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b) Muni de ces opérations, l'ensemble des application linéaires de E dans F' est un K -espace vectoriel
noté L(E, F).

Lorsque E = F', l'espace L(FE, F') se note L(E). Muni de I’addition et de la composition des applications
linéaires, L(E) est un anneau. De plus, les structures d’espace vectoriel et d’anneau sont compatibles
au sens suivant : pour g € L(F), les applications f — go f et f o g sont linéaires. En d’autres termes,
L(FE) est une K-algebre.

Rappelons pour mémoire la définition d’une K —algébreE] ;

5.20 Définition. Une K-algebre est un ensemble A muni de trois lois :
e une addition + (qui est une loi interne A x A — A);

e une multiplication (a,b) — ab (interne) ;

e une loi externe K x A — A, notée (A, a) — \a.

Ces lois doivent satisfaire :

a) muni des lois internes (addition et multiplication) A est un anneau
b) muni de I’addition et de la loi externe A est un espace vectoriel ;

¢) les multiplications interne et externe vérifient : Va,b € A et YA € K on a (Aa)b = A(ab) = a(\b).

5.21 Proposition. L’ensemble des automorphismes d’un K-espace vectoriel E est un groupe (pour la
composition). On ’appelle groupe linéaire de E et on le note GL(E).

Pour démontrer que GL(FE) est un groupe, on démontre en fait que c¢’est un sous-groupe du groupe des
bijections de E dans E : 'application identité idg de F est linéaire, et on applique la proposition [5.13]

5.5 Familles libres, génératrices, bases
5.5.1 Familles, familles de vecteurs

Soient X et I des ensembles. On appelle famille d’éléments de X indicée par I une application de [
dans X. Cependant, la notation est un peu modifiée. Si f est une famille d’éléments de X indicée par
I, I'élément f(i) (pour un point i € I) se note avec i en indice, par exemple ;. La famille f elle-méme
se note (x;)ier.

Soient (x;)icr et (y;)jes des familles d’éléments de X. On dira que (x;);e; est une sous-famille de (y;),es
(on dit parfois que (y;);es est une sur-famille de (z;);er) si I C J et pour tout ¢ € I, on a z; = y;.

Soit F un K-espace vectoriel. Une famille de vecteurs (de E) est donc une application d’un ensemble
I dans FE notée (z;);c;. On parle aussi parfois de systéme de vecteurs. On s’intéressera ici surtout au
cas des familles finies (x;);cs, c’est a dire au cas ou [ est un ensemble fini. Le plus souvent, on prendra

I'=A{1,....n}.

5.22 Remarque. Une partie A de F détermine une famille de vecteurs : (x),eca (qui est I'application
de A dans E qui a z € A associe z € E).

1. Nos algebres sont supposées associatives. Cette convention n’est pas prise par tous les ouvrages.
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5.5.2 Applications linéaires de K! dans E

Fixons un ensemble fini /. Rappelons que K’ est le K-espace vectoriel des familles d’éléments de K
indicées par I, i.e. des applications de I dans K Pour i € I, notons e; € K’ I'élément (s;);c; déterminé
par s; =1 et s; = 0 pour j # 1.

Remarquons qu'un élément (\;)¢; s’écrit alors Z \i€;.
iel
5.23 Proposition. Soit £ un K-espace vectoriel.

a) Soit (x;)ie; une famille finie de vecteurs de E. L’application f : (N\;)ies — Z Nx; de KT dans E
icl
linéaire.

b) Toute application linéaire f de K dans E est de cette forme : il existe une unique famille (x)ier

d’éléments de E telle que pour tout (\;)ier € K on ait f((\)ier) = Z \iZ;.
icl

On a x; = f(e;) pour tout i € I.

5.5.3 Familles libres, génératrices, bases

5.24 Définition. Soient E un K-espace vectoriel (x;);e; une famille finie de vecteurs de E. Notons
f: K' — E Tapplication (\;)ser — Z AiZj.
iel
e On dit que la famille (x;);c; est libre si f est injective (sinon, on dit qu’elle est liée);
e on dit que la famille (x;);c; est génératrice si f est surjective;
e on dit que la famille (x;);c; est une base de E si f est bijective.

5.25 Remarques. a) La famille (z;);c; est libre si le noyau de f est réduit a {0}, c’est-a-dire si la

condition Z Aix; = 0 implique que tous les \; sont nuls.
iel
b) L’image de I'application f est le sous-espace vectoriel de E engendré par {z;; i € I'}; la famille
(x;)ier est génératrice si ce sous-espace est F.

¢) La famille (x;);c; est une base si elle est a la fois libre et génératrice.

5.26 Proposition. a) Une sous-famille d’une famille libre est libre.

b) Une sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.
5.27 Généralisation. Soient E un K-espace vectoriel et (z;);c; une famille quelconque de vecteurs
de E.

a) La famille (x;);c; est dite génératrice si le sous-espace engendré par {x;; i € I} est E;

b) la famille (z;);c; est dite libre si toute sous-famille finie est libre;

c¢) la famille (z;);c; est une base si elle est a la fois libre et génératrice.

5.28 Proposition. Soit (x;);c; une famille de vecteurs de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) (x;)ier est libre mazimale : toute sur-famille libre de (x;)icr est égale a (x;)ier ;
(i) (24)ier est génératrice minimale : toute sous-famille génératrice de (x;);cr est égale a (x;)ier ;

(iil) (z4)ies est une base.
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5.6 Matrices

Soient I, J deux ensembles finis et K un corps. Une matrice de type I x J a coefficients dans K est une
famille d’éléments de K indicée par I x .J. On la représente par un tableau dont les lignes sont indicées
par I et les colonnes par J. On note Mj ;(K) l'espace des matrices de type I x J a coefficients dans
K.Sil=A{1l,....,m}etJ={l,...,n}, les matrices de type I x J s’appellent des matrices d’ordre
m,n et on écrit M, ,,(K) plutdt que M ;(K). Enfin lorsque I = J (ou m = n) on parle de matrices
carrées de type I (ou d’ordre m). On note M, (K) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n.

5.6.1 Applications linéaires de K/ dans K’

Soient I et J deux ensembles finis. Il résulte en particulier de la proposition qu'une application
K-linéaire f de K7 dans K' est déterminée par une famille (z;);c; d’éléments de K. Une telle famille
est donnée par une matrice (a; ;)i j)erxs & coefficients dans K, appelée matrice de f, et 'on a donc

o f(e;) = (a;;)ier pour tout j € J;

o f((Nj)jes) = (pi)ier avec p; = Zai’j)‘ﬂ" pour tout (););es € K.
jeJ

5.6.2 Produit matriciel

Soient I, J, L trois ensembles finis, f : K¥ — K7 et g : K7 — K’ des applications linéaires. Notons
A = (a;0)0ecixr et B = (b; ;)@ jyerxs leurs matrices respectives. La matrice de g o f est (ci¢)(i)erxr

ou ¢y = Z b; jaj . Cette matrice s’appelle le produit des matrices B et A et se note BA.
jeJ

5.6.3 Matrices inversibles. Groupe GL(n, K)

Soit J un ensemble fini. La matrice de 'application identité de K7 dans lui méme est la matrice carrée
appelée matrice identité (0; ;) jycsx. telle que, pour tout ¢,j € I on ait 6;; = 1 sii = jet §;; = 0 si
i # j. Convenons de noter 1; cette matrice. Pour J = {1,...,n} on écrira plutdt 1,, ou I,,.

Une matrice A € My ;(K) est dite inversible si elle représente un isomorphisme, i.e. s'il existe B €
M, (K) telle que AB =17 et BA=1,.

On appelle groupe linéaire (d’ordre n) et 'on note GL(n, K) le groupe des matrices carrées d’ordre n
inversibles.

5.7 Exercices

5.7.1. On note E I'ensemble des fonctions continues de R dans R.
a) Démontrer que E est naturellement muni d’une structure de R-espace vectoriel.

b) Onnote P C E et I C E les sous-ensembles formés des fonctions continues paires et impaires
respectivement. Démontrer que P et I sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de
E.

¢) Donner quelques exemples de décomposition f =p—+i avec f € E,p€ Peti€ I.

5.7.2. Soient F,G, H des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. On suppose que G C H,
FNHCFNGet F+ H C F+ G. Démontrer que G = H.

5.7.3. Soient F,G des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. On suppose que F'U G est un
sous-espace vectoriel de . Démontrer que 'on a ' C G ou G C F'?
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5.7.4. Soient Fi, ..., F, des sous-espaces vectoriels stricts (F; # E) d'un K-espace vectoriel E.
k
a) Soit k € {1,...,n — 1} et soient x,y € E tels que z ¢ UF et y € Fri1. Démontrer que

pour j € {1,...,k} il existe au plus un \; € K tel que y —i— )\ x € Fj.

b) On suppose que K est infini. Démontrer que U F, # E.
i=1
5.7.5. Soient E, F' des espaces vectoriels et f : E — F une application. Démontrer que f est linéaire
si et seulement si son graphe Gy = {(z, f(z)); * € E} est un sous-espace vectoriel de 'espace
vectoriel produit £ x F'.

5.7.6. Soient E, F,G des espaces vectoriels, f :  — F et g : F — (G des applications linéaires.
Démontrer que ker g Nim f = f(kergo f).

5.7.7. Soient a,b € K. Notons E C K I’ensemble des suites (Zn)nek telles que, pour tout n > 2 on ait
Ty = QTp_1 + bXp_o.
a) Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de K N,

b) Soit (z,)nen un élément de E tel que g = x1 = 0. Démontrer que I'on a x, = 0 pour tout
n € N.

c) Posons A = (T 8) Ecrivons A" (é) = (Z:) Démontrer que

(i) pour tout n € N on a u,, = vy41;
(i) (un)nen €t (vn)nen sont des éléments de F';
(iil) (up)nen et (Vn)nen forment une base de E.

d) Posons F' = {(zp)nen; o = w1 = 0}. Démontrer que E et F sont des sous-espaces
supplémentaires de KV,

6 Théorie de la dimension

6.1 Espaces vectoriels de dimension finie

6.1 Définition. On dit qu'un K-espace vectoriel est de dimension finie s’il possede une famille
génératrice finie.

Il sera ici plus commode de raisonner en termes de parties libres ou génératrices d’un espace vectoriel :

6.2 Remarque. Soit £ un K-espace vectoriel. Une partie X de F détermine une famille (z),cx et
'on peut donc parler de parties libres ou génératrices. Soit(x;);c; une famille de vecteurs de E. Posons
X ={x;; i € I'}. La famille (z;);e; est une famille génératrice de E si et seulement si X est une partie
génératrice de F'; la famille (z;);c; est une famille libre de F si et seulement si X est une partie libre
de F et 'application i — x; est injective.

6.3 Théoreme de la base incomplete. Soient E un K -espace vectoriel, G C E une partie génératrice
finie de E et L C G une partie libre de E. Alors il existe une base B de E telle que L C B C G.

L’ensemble G = {X partie génératrice de E; L C X C G} n’est pas vide puisque G € G. Un élément
B de G qui possede un nombre minimum d’éléments est une base de E.

6.4 Corollaire. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
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a) Toute partie génératrice finie de E contient une base ;

b) toute partie libre finie est contenue dans une base.

Pour (a) on applique le théoreme de la base incompleéte a L = @); pour (b) si L est une partie libre finie
et (G est une partie génératrice finie, on applique le théoreme de la base incomplete a L et G = LUG].

6.2 Dimension d’un espace vectoriel

6.5 Lemme d’échange (Steinitz). Soit G C E une partie génératrice finie, v € G ety € E. Ecrivons

y = Z .z, et supposons que A, # 0. Alors (G \ {x}) U{y} est génératrice.
2€G

Ecrivons Gy = G\ {z} et G = Gy U{y}. Ona z = A" (y - Z )\Zz>, donc z € Vect(Gy). Il vient
zeGy

G C Vect(Gq), donc E = Vect(G) C Vect(Gy).

6.6 Théoreme. Soient E un espace vectoriel, G une partie génératrice finie de E et L une partie libre

de E. Alors L est finie et Card(L) < Card(G).

Supposons d’abord que L soit finie et démontrons que Card(L) < Card(G).
On raisonne par récurrence sur le nombre N d’éléments de L qui ne sont pas dans G.

e Si N =0, alors L C G, donc Card(L) < Card(G).

e Soit N € N et supposons que 'on ait démontré que si L et G sont deux parties finies de F avec L
libre et G génératrice et Card(L \ G) = N, alors Card(G) > Card(L).
Soient maintenant L une partie libre et G une partie génératrice de E telles que Card(L\G) = N +1.

Posons L; = (GN L). Soit y € L'\ G. Comme G est génératrice, on peut écrire y = Z A.z. Comme

z€G
L est libre, il vient y & Vect(L;), donc il existe x € G\ L; tel que A\, # 0. Par le lemme d’échange

G1 = (G\ {z}) U{y} est génératrice et L \ G; a N éléments. Par I'hypotheése de récurrence, on a
Card(L) < Card(G;) = Card(G).
Enfin, une partie infinie 7' de E contient une partie finie de cardinal Card(G) + 1, qui ne peut étre

libre ; donc T" n’est pas libre.

6.7 Corollaire. Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases sont finies et ont méme
nombre d’éléments.

6.8 Définition. Soit F un espace vectoriel de dimension finie. On appelle dimension de E le nombre
dim E d’éléments d’une base quelconque de E.
6.9 Théoreme. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Posons n = dim E.

a) Toutes les bases de E ont n éléments.

b) Toute famille libre de E a au plus n éléments; une famille libre a n éléments est une base.

c) Toute famille génératrice de E a au moins n éléments; une famille génératrice a n éléments est
une base.

6.10 Théoreme. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel F' de E est
de dimension finie. On a dim F < dim F; si dim F' = dim F, alors ' = E.
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Toute partie libre de F' est libre dans E donc a au plus n éléments. Notons k(< n) le plus grand nombre
d’éléments d’une partie libre de F' et soit L une partie libre de F' a k éléments. C’est une partie libre
maximale, donc une base de F'. Donc dim F' = k < n. Si k = n, alors L est une base de E, donc F = F.

6.11 Corollaire. Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie posséde un supplé-
mentaire.

En effet, soient £ un espace vectoriel de dimension finie, F' un sous-espace vectoriel de E et L une base
de F. On peut la compléter en une base B de E. Le sous-espace vectoriel engendré par B \ L est un
supplémentaire de F'.

6.12 Proposition. Soient F, G des sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un espace vectoriel E.
Alors F+ G et F NG sont de dimension finie et l'on a dim F' + dim G = dim(F + G) + dim(F' N G).

Supposons d’abord que F'NG = {0}. On obtient une base de F'+ G en réunissant une base de F' avec
une base de G : on a donc dim(F + G) = dim F' + dim G.

Dans le cas général, choisissons un supplémentaire GG; de FFNG dans G. Alors G est un supplémentaire
de F' dans F + G et par le premier cas, on a dimG = dim(F N G) + dim Gy, et dim(F + G) =
dim F' + dim G;.

6.3 Rang

6.13 Définition. a) Une famille (z;);c; de vecteurs d'un espace vectoriel est dite de rang fini si
I’espace vectoriel qu’elle engendre est de dimension finie. La dimension de cet espace s’appelle
rang de la famille (z;);c; et se note rg(z;);e;.

b) Une application linéaire f est dite de rang fini si son image est de dimension finie. La dimension
de im f s’appelle rang de f et se note rg(f).

¢) Le rang d’une matrice d’ordre m,n est le rang de 'application linéaire de K™ dans K™ qu’elle
représente.

6.14 Théoréeme du rang. Soient E, F' des espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire.
Si E est de dimension finie on a dim E' = dim(ker f) + rg(f).

Cela résulte immédiatement de la proposition [5.18]
6.15 Théoreme. Soient E, F des espaces vectoriels de dimension finie et f : E — F une application
linéaire.

a) Sidim E < dim F, Uapplication f n’est pas surjective.

b) Sidim E > dim F', lapplication f n’est pas injective.

c) Sidim E =dim F et en particulier si E = F, i.e. si f est un endomorphisme, on a [’équivalence
entre : (i) [ est surjective; (i) f est injective; (iii) f est bijective.

Pour vérifier qu'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est un automorphisme, il
suffit de vérifier son injectivité ou sa surjectivité.

6.16 Théoreme. Deux K-espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et seulement s’ils
ont méme dimension.
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6.4 Exercices

6.4.1. Soit E un espace vectoriel et (z1,...,x,) une famille génératrice de E. Posons

I'={ie{l,...n}; x; & Vect{z;; j <i}}.

a) Soit (A;) € K™ une famille non nulle telle que Z Ajxz; = 0. Soit ig le plus grand élément de
j=1

{j €{1,....,n}; \; #0}. Démontrer que i & I.
b) Démontrer que, pour tout j € {1,...,n} on a z; € Vect{x;; i € {1,...7} NI}.
¢) Démontrer que (z;);cr est une base de F.

6.4.2. Soient F un espace vectoriel de dimension finie et F, G des sous-espaces vectoriels de E. Démontrer
qu’il existe un automorphisme f de E tel que f(F) = G si et seulement si F' et G ont méme
dimension.

6.4.3. Soit I’ un sous-espaces vectoriel d'un espace vectoriel E.

a) Soient Gy et G5 deux sous-espaces de E. On suppose qu'ils sont tous les deux supplémentaires
de F. Démontrer que G et G5 sont isomorphes.

On dit que F' est de codimension finie dans F s’il admet un supplémentaire de dimension finie.
On appelle alors codimension de F' et ’'on note codim F’ la dimension d’un tel supplémentaire.

b) On suppose que E est de dimension finie. Démontrer que la dimension et la codimension de
F sont finies et que 'on a codimF = dim F — dim F.

c¢) Soit f une application linéaire de F dans un espace vectoriel G. Démontrer que f est de rang
fini si et seulement si ker f est de codimension finie et que, dans ce cas on a codim(ker f) =

rgf.
6.4.4. Soient E, I, G des espaces vectoriels f : E — F et g : F' — G des applications linéaires.

a) On suppose que f est de rang fini. Démontrer que g o f est de rang fini et que l'on a
rg(go f) < rgf. Plus précisément, démontrer que l'on a rg(go f) = rgf — dim(ker g Nim f).

b) On suppose que g est de rang fini. Démontrer que g o f est de rang fini et que l'on a
rg(go f) < rgg. Plus précisément, démontrer que 'on a rg(go f) = rgg — codim(ker g+im f).

7 Matrices et bases

Dorénavant, (presque toutes) nos bases seront indicées par {1,...,n}.

7.1 Matrice d’une application linéaire

7.1.1 Matrice d’une application linéaire entre espaces vectoriels munis de bases

Soient E, F des espaces vectoriels de dimension finie. Choisissons des bases B = (ey,...,e,) et
B' = (e},...,e},) de E et F respectivement. Par définition (cf. déf. [5.24)), elles donnent lieu & des

isomorphismes pg : K" — E et pg : K™ — F. Soit f : E — F une application linéaire. On lui
associe I’application linéaire pg,l ofopp: K" — K™. Notons A = (a;j)1<i<m; 1<j<n la matrice de cette

application. On a donc f(e;) = Z a; je;.
i=1
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7.1 Définition. La matrice ainsi définie s’appelle matrice de f dans les bases B et B’. On la note
Mp 5(f).

La matrice d'une composée est le produit des matrices :

7.2 Proposition. Soient E, F,G des K espaces vectoriels de dimension finie munis de bases B, B', B”
respectivement. Soient f : E — F et g : F — G des applications linéaires. On a Mprg(go f) =

MB”,B/ (Q)MB/,B(f)-

7.1.2 Changements de base, matrices de passage

Donnons-nous & présent deux bases B et By de E. Il est commode (usuel) d’appeler B 1'< ancienne
base > et By la < nouvelle base >.

7.3 Définition. On appelle matrice de passage de la base B a la base B la matrice dont les vecteurs-
colonnes sont les coefficients des vecteurs de B; (la nouvelle base) dans la base B (’ancienne base).

La matrice de passage de B a By est Mg g, (idg).

7.4 Remarques. a) Une matrice de passage est inversible : la matrice de passage de B; a B est
I'inverse de la matrice de passage de B a Bj.

b) Toute matrice inversible est la matrice de passage de B a une autre base : une matrice inversible
P représente un automorphisme f de E dans la base B (i.e. P = Mp g(f)). C’est aussi la matrice
de passage de B a la base f(B).

7.5 Formule de changement de base. Soient E, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie.
Donnons nous des bases B et By de E et des bases B' et By de F. Notons P la matrice de passage de
B a By et Q la matrice de passage de B' a By. Soit f : E — F une application linéaire. Les matrices
M et M, de f dans les bases B, B' et By, B} sont reliées par la formule M, = Q "M P.

En effet, on écrit M = Mp p(f), My = Mp; B, (f), P = Mpp,(idp) et Q = Mp p/(idr). Par la prop.

[7.2) on a
QM, = MB',Bg(idF)MBg,Bl(f) = MB’,Bl(f) = MB’,B(f)MB,Bl(idE) = MP.

7.2 Matrices équivalentes, matrices semblables
7.2.1 Matrices équivalentes

7.6 Définition. Soient m,n € N. Deux matrices A, B € M, »(K) sont dites équivalentes sl existe
des matrices inversibles P € M,,(K) et Q € M, (K) telles que B = P~ AQ.

Deux matrices sont donc équivalentes si elles représentent la méme application linéaire (d'un espace
vectoriel dans un autre) dans des bases différentes.

7.7 Proposition. Deux matrices équivalentes ont le méme rang.

7.8 Proposition. Soient E et F' des espaces vectoriels et f: E — F une application linéaire. Notons
r son rang. Il existe des bases B de E et B' de F telles que la matrice de f soit (a;;) avec a;; =1 si
1=7<reta;; =0 simon.
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En d’autres termes, Mp p(f) admet la décomposition par blocs ({)T 8)

Il suffit de prendre

e pour B une base (eq,...,e,) ou (e1,...,e,.) est la base d'un supplémentaire de ker f et (e,41,...,¢€,)
une base de ker f;

e pour j < 7 on pose €; = f(e;); d’apres la proposition la famille (e],...,€e.) est une base de
im f; on la compléte en une base B' = (e}, ...,¢),) de F.

7.9 Théoreme. Deux matrices d’ordre m,n sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme
rang.

7.2.2 Transposée d’une matrice

7.10 Définition. Si A = (a; ;) jjcrxs est une matrice de type I x J, on appelle transposée de A la
matrice ‘A = (b;;)(j.)esx1 de type J x I donnée par b;; = a; ; pour tout (j,i) € J x I.

Regroupons dans la proposition suivante les principales propriétés de la transposée des matrices :

7.11 Proposition.  a) Soient I, J, L des ensembles finis. On a ‘17 = 1;. Pour tout A € M; ;(K) et
tout B € My (K), on a'(AB) = 'B'A.

b) La transposée d’une matrice carrée inversible est inversible.

c¢) Le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée.

7.2.3 Matrices extraites

7.12 Définition. Soient I, J des ensembles finis et A = (a;;)ujerxs € My (K). Soient I' C I et
J' C J. La matrice (a; ;)i jerxs € Mp,y(K) sappelle une matrice extraite de A.

. s . . . . s, / / ., N . .
7.13 Exercice. Décrire I'application linéaire de K7 dans K7 associée & une matrice extraite. On sera
YR . . . s ! !
amené A construire des applications linéaires K7 — K7 et K! — K7

7.14 Proposition. a) Le rang d’une matrice extraite de A est inférieur ou égal a celui de A.

b) Sile rang de A est > r, il existe une matrice carrée d’ordre r inversible extraite de A.

En d’autres termes, le rang de A est 'ordre de la plus grande matrice carrée inversible extraite
de A.

Le (a) résulte... de I'exercice.

Pour (b), on sait que le rang de A est le rang de ses vecteurs-colonnes. Dans le systeme (z;),e; qui
engendre I'image de A qui est de dimension > r, on choisit une base (x;);c,, de cette image ; puisque J;
a rgA éléments, on peut choisir une sous-famille (z;);jc,» a r éléments, qui sera donc libre. La matrice
extraite B, de type I x J', est de rang r, donc sa transposée aussi. Raisonnant de méme avec ‘B, on
trouve une partie I’ C I dans les colonnes de B & r éléments telle que la matrice extraite (carrée d’ordre
r) soit de rang r.
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7.2.4 Matrices d’endomorphismes

Dans le cas d’'un endomorphisme f d’un espace vectoriel E, on va en général choisir la méme base au
départ et a larrivée, i.e. considérer la matrice Mp g(f) ou B est une base de E.

7.15 Formule de changement de base. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f un
endomorphisme de E. Donnons nous des bases B et By de E. Notons P la matrice de passage de B a
By. Les matrices M et My de f dans les bases B et By sont reliées par la formule M, = P'MP.

7.16 Définition. Soit n € N. Deux matrices A, B € M,,(K) sont dites semblables s’il existe une
matrice inversible P € M,,(K) telle que B = P~'AP.

Deux matrices sont donc semblables si elles représentent le méme endomorphisme dans des bases
différentes.

7.17 Définition. Soit A = (a;;) € M, (K) une matrice carrée. On appelle trace de A le nombre
TI'(A) = Z Qg 5.
i=1

7.18 Proposition. Soient A € M, ,(K) et B € M, ,,(K) deuz matrices. On a Tr AB = Tr BA.

7.19 Corollaire. Deux matrices semblables ont méme trace.

Cela nous permet de définir la trace d’'un endomorphisme : c’est la trace de sa matrice dans n’importe
quelle base.

Nous reviendrons plus longuement sur les endomorphismes au paragraphe [10]

7.3 Dualité, base duale
7.3.1 Formes linéaires ; dual d’un espace vectoriel

Soit E un K-espace vectoriel.

7.20 Définition. On appelle hyperplan de E un sous-espace vectoriel de codimension 1 de E. On
appelle forme linéaire sur E une application linéaire de E a valeurs dans K. On appelle dual de E et
I'on note E* l'espace vectoriel L(F, K) formé des formes linéaires sur E.

7.21 Proposition. Le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan. Inversement, tout hy-
perplan est noyau d’une forme linéaire.

Soit H un hyperplan de E. Il existe donc une forme linéaire f, unique a un multiple scalaire pres dont
c’est le noyau. Soit x € E. On a donc x € H <= f(z) = 0. On dit donc que I"équation f(x) = 0 est
une équation de H.

Base duale

7.22 Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit (e, ..., e,) une base de E.

a) Pour tout k € {1,...,n}, il existe une unique forme linéaire e, € E* telle que e} (e;) =0 si j # k
et e (ex) = 1.

b) La famille (e3,... e

*) est une base de E*.
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En particulier, dim £E* = dim E.
7.23 Définition. La base (e],...,e") de E* s’appelle la base duale de (eq, ..., e,).

7.24 Proposition. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F' un sous-espace vectoriel et
x € E\F. Il existe f € E* telle que F C ker f et x ¢ ker f.

Soit (eq,...e,) une base de F. Posons ey 1 = x; puisque x ¢ F, la famille (eq,...,exy1) est libre.
Complétons-la en une base (ey, .. .e,). Il suffit alors de poser f = e ;.

7.25 Exemple. Soit n € N. Notons E,, le sous-espace vectoriel de K[X] formé des polynomes de degré
< n. C’est un espace vectoriel de dimension n. Soient (z1,...,z,) des points distincts de K. Pour
ke {1,...,n}, notons f; la forme linéaire P — P(z}). Considérons 'application linéaire ¢ : E,, — K"
définie par (P) = (f1(P),..., fu(P))

Si P € ker @, alors P admet les racines zy ..., x,, donc P est le polynome nul. L’application ¢ est donc
injective ; puisque dim F,, = dim K" = n, elle est bijective.

1
Pour k£ € {1,...,n}, notons @y le polynéome Q) = H (X — ;) et posons Py, = O. La
1<G<n; ji#k Qr ()

famille (P, ..., P,) est une base de E,. Sa base duale est (fi,..., fn).

En particulier, si Ay, ..., A\, sont des éléments de K, il existe un et un seul polynome de degré < n tel

que P(zy) = A\ pour tout k : ce polynéme est Z M Pi. (formule d’interpolation de Lagrange).
k=1

Transposée d’une application linéaire

7.26 Définition. Soient E, F' des espaces vectoriels et ¢ : E — F une application linéaire. On appelle
transposée de ¢ I'application linéaire ‘o : f — f o ¢ de F* dans E*.

Supposons que F et F soient des espaces vectoriels de dimension finie. Soient B et B’ des bases de E
et F' respectivement. La matrice Mg« 5y (‘p) de % de la base duale de B’ dans la base duale de B
est la transposée de la matrice Mp p(¢) de ¢ dans de la base B dans la base B’. En particulier, on a

rglp = rgp.

7.3.2 Espaces vectoriels en dualité

Le point de vue que nous adoptons pour ce qui concerne l'orthogonalité est celui de deux espaces < en

dualité ». Cela nous permet

e de traiter de fagon symétrique un espace et son dual ;

e de traiter en méme temps le cas d’un espace muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée
comme un espace euclidien.

Soient F, F' des espaces vectoriels. Il revient au méme de se donner

x une forme bilinéaire b: £ x F — K ;

x une application linéaire p : £ — F™;

* une application linéaire ¢ : F — E*.

Ces applications sont reliées par la formule b(z,y) = ¢(x)(y) = ¥ (y)(z).

Lorsqu’on s’est donné de telles applications, on dit que E et F' sont des espaces vectoriels en dualité.
Cette généralité permet de recouvrir deux cas particuliers fondamentaux :

° F:E*etw:idp;
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e F' = FE et b est une forme bilinéaire symétrique (i.e. ¢ = 1)) voire antisymétrique (i.e. ¢ = —1)).
Choisissons des bases B = (eq,...,e,) et B' = (€},...,¢)) de E et F respectivement. On appelle
matrice de la forme bilinéaire b la matrice A = (a;;) € My, (K) définie par a;; = b(e;, €j). Clest la
matrice Mp- g/ (¢) de ¢ de la base B' dans la base duale de B et la transposée de la matrice Mg« ()
de ¢ dans de la base B dans la base duale de B’. On en déduit :

7.27 Proposition. Soient E, F' des espaces vectoriels de dimension finie en dualité. On a rgp = rgy.
En particulier, ¢ est un isomorphisme si et seulement si v est un isomorphisme.

7.28 Exemple. Supposons que F' = E* et ¢ = idp. Alors ¢ : E — (E*)* est une application linéaire
appelée homomorphisme canonique de E dans son bidual que 'on note E** caractérisé par I'égalité
o(x)(f) = f(x) pour z € E et f € E*. Lorsque E est de dimension finie, ¢ est un isomorphisme appelé
1somorphisme canonique.

7.3.3 Orthogonalité

7.29 Définition. Soient F et F' des espaces vectoriels en dualité. Des vecteurs x € FE et y € F sont
dits orthogonaux si b(xz,y) = 0. L’orthogonal d'une partie A de E (resp. d'une partie B de F') est
'ensemble A+ = {y € F'; Yo € A; b(x,y) =0} (resp. 'ensemble B® = {z € E; Yy € B; b(x,y) =0}).

Regroupons dans le prochain énoncé les principales propriétés de I'orthogonalité.

7.30 Proposition. Soient E et F' des espaces vectoriels en dualité.
a) Pour toute partic A C E (resp. B C F), l'ensemble AL (resp. B°) est un sous-espace vectoriel
de E (resp. de F). Si Ay C Ay, on a Ay C Ay (resp. si By C Ba, on a BS C BY).
On suppose de plus que E et F' sont de dimension finie, et que p et Y sont des isomorphismes.
b) Pour toute partic A C E (resp. B C F) lespace (A)° (resp. (A°)*) est le sous-espace de E
(resp. F) engendré par A (resp. B).

c¢) L’application Ey — Ei est une bijection décroissante de ’ensemble des sous-espaces vectoriels
de E sur l’ensemble des sous-espaces vectoriels de F' ; la bijection réciproque est Fy — FY.

d) Pour tout sous-espace vectoriel Ey de E (resp. Fy de F), on a dim Ef = dim E — dim E; (resp.
dim F} = dim F' — dim Fy ).

e) Soient By, Ey (resp. i, Fy) des sous-espaces vectoriels de E (resp. ). On a (By+Fy))* = ErNEy
et (By N Ey)*" = B+ Ey (resp. (Fy + Fy)° = FCNEY et (FyNFYy)° = FY + F).

Notons que les assertions < resp. > se déduisent des autres en échangeant les roles de E et F' et en
remplagant b par Papplication b : (y,x) — b(z,y) de F x FE dans K.

7.4 Exercices

A Ay
Az Ay
carrée d’ordre r inversible. Démontrer que rgA =1 <— A, = A3A1_1A2.

7.4.1. Soit A une matrice décomposée par blocs A = ( ) On suppose que A; est une matrice

7.4.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie B, B’ deux bases de E. Notons P la matrice de
passage de B a B’. Quelle est la matrice de passage de la base duale B* de B a la base duale
(B')* de B'.

7.4.3. Soit £ un K espace vectoriel.

a) Démontrer que deux formes linéaires sur £ dont les noyaux sont égaux sont proportionnelles.
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b) Soient fi,..., fr des formes linéaires sur E et f € E*. Démontrer que f € Vect{f1,..., fx}
k

si et seulement si m ker f; C ker f.
j=1
7.4.4. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit (fi,..., f,) une famille d’éléments de E*.
Notons ¢ : F — K" Papplication x — (f1(z),..., fu(z)).

a) On suppose que la famille (f,..., f,) est une base de E™.

(i) Démontrer que ¢ est injective. En déduire qu’elle est bijective.

(ii) Démontrer qu’il existe une base B de E telle que ¢(B) soit la base canonique de K™.
b) En déduire que toute base de E* est duale d'une base de E.

¢) Démontrer que 1'on a les équivalences suivantes :
© est injective si et seulement si la famille (fy, ..., f,) est génératrice;
¢ est surjective si et seulement si la famille (fi,..., f,) est libre.

7.4.5. Soient E et F' des espaces vectoriels de dimension finie et f une application linéaire de E dans
F.

a) Démontrer que ‘f est injective si et seulement si f est surjective et ‘f est surjective si et
seulement si f est injective.

b) Démontrer que ker’f = (im f)* et im’f = (ker f)=.

7.4.6. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie en dualité. Démontrer que ker ¢ = F*°
et keryp = B+

7.4.7. Notons b : M,,(K) x M, (K) — K T'application (A, B) — Tr(AB).

a) Démontrer que b est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée (ces termes sont définis
page [58).

b) On suppose que n > 2. Démontrer que tout hyperplan de M, (K) contient une matrice
inversible.

¢) On suppose que K = R. Quelle est la signature de b7

7.4.8. Soient a et b deux points distincts de K. Sur le K espace vectoriel E des polynomes de degré < 3,
on considere les formes linéaires f; : P +— P(a), fo: P+ P'(a), f3: P+~ P(b), f1: P — P'(b).

a) Calculer {f1, fo, f3, fa}®.
b) Démontrer que (f1, fa, f3, f1) est une base de E*.

¢) Quelle est la base de E dont (fi, fa, f3, f4) est la base duale ?

8 Systemes d’équations linéaires, déterminants

8.1 Systemes d’équations linéaires

Dans un sens, l'algebre linéaire consiste a expliquer la structure des systemes linéaires. Inversement,
les questions d’algebre linéaire se résolvent a 1’aide de systemes.

Un systeme linéaire de m équations aux inconnues (x1, ..., x,) est de la forme
a11T1 + Q122 + ... + A1 nln = b1
A1 + A2 22 + ... + A2 nTn = b2
A 1T1 + QpmoTe + ... + GpaTn = by

34



On dit qu’on a résolu ce systéme si on a décrit ’ensemble des n-uplets (x1,. .., x,) qui satisfont les m
égalités ci-dessus.

Ce systeme est équivalent a 1’équation matricielle AX = B ou A est la matrice A = (a; ;) € My, n(K),
X est la matrice colonne inconnue (z;) € K" et B est la matrice colonne (b;) € K™. Le rang de la
matrice A s’appelle aussi le rang du systeme.

8.1 Définition. Un systeme d’équations linéaires est dit de Cramer s’il s’écrit de facon matricielle
AX = B oti A est une matrice inversible. Un systéme de Cramer a une et une seule solution : X = A™'B.

Nous verrons plus loin (au paragraphe @ comment résoudre en pratique un systeme linéaire.

Résolution théorique. Notons r le rang de A. Par la proposition , on peut choisir I C {1,...,m}
et J C {1,...,n} tels que la matrice extraite (a;;) jerxs soit carrée d’ordre r et inversible. Les z;
pour j € J s’appellent alors les inconnues principales, et les équations d’indice ¢ € I s’appellent les
équations principales.

Quitte a échanger 'ordre des équations et des inconnues, nous allons supposer que I = J = {1,...,r}.

4 Az) (out A; est inversible d’ordre r).

Décomposons A par blocs A = ( A A

8.2 Proposition. Soit A une matrice d’ordre (m,n) de rang r ; supposons qu’elle admet une décompo-

b
. A A . . . . . .
sition par blocs A = (Al AZ) ou Ay est inversible d’ordre r. Soit B= | : | . L’équation AX = B en
3 Ay b
x1 bri1 by
les inconnues X = | : | admet des solutions si et seulement si : = AsATM | i |, dans ce cas
xn bm b?“
T1 T1 bl Tpr41
lensemble des solutions est {X = | * |; | = A7 | — Ay : T Tpi1y .., Tn € K
T T, b, Tn
. s _ Al O 9 . . 9. —1 _ A;l O
La matrice carrée U = ( As Im—r> d’ordre m est inversible d’inverse U™ = (_ AATY 1) Le
s Lo s o771 ~1 ~1 I, AT'A, :
systeme est donc équivalent a U7 AX = U "B. Or U " A est de la forme 0 c , et puisque
4

I, A7'A,

rgU ' A = 1gA = r, il vient Cy = 0. Le systeme devient (0 0

) X =U"'B, soit

0= (—A43A7" L) B et (I, A7'A)) X = (47" 0)B.

- X X . : T .
Ecrivons enfin X = ( Xl) et B = ( Xl) ou Bj et X sont des matrices-colonne a r lignes. Le systeme
2 2

devient :
By = AsAT'By et X1+ A7'As Xy = A'By.

Quelques applications

1. Soient F, F des espaces vectoriels de dimension finie, f une application linéaire et A sa matrice
dans des bases données. La résolution du systeme AX = B donne :
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e Des équations de I'image, i.e. 'ensemble des B pour lesquels ce systeme admet des solutions
(on dit qu'il est compatible) : pour i > r, (ou plus généralement pour i € {1,...,n} \ I ou
I est I'ensemble des équations principales) on obtient une équation du type b; = Z a; ;b la

somme étant prise de 1 a r (sur J dans le cas général). Les a;  sont les coefficients de la matrice
AATL
e Une base de l'image : les vecteurs-colonne d’'indice j € {1,...,7} (j € J dans le cas général).
e Pour chaque élément b de l'image, une paramétrisation (par z;, j > r - ou j ¢ J dans le cas
général) de I'ensemble des x € E tels que f(z) = 0.
e En particulier, on obtient une base du noyau indexée par j € {r +1,...,n} (en considérant le
systeme AX = 0, i.e. en prenant les b; tous nuls) : elle est formée par les vecteurs-colonne de
-1
la matrice (_Al A2).
]n—r
2. Applications < géométriques >
Soient £ un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel (resp. affine) de E.
Une représentation paramétrique de F' est donnée par une application linéaire (resp. affine) f de
R* dans E d’image F. Une telle représentation paramétrique sera minimale si f est injective.
Un systéme d’équations cartésiennes (ou représentation cartésienne) de F est donné par une
application linéaire g : E — R’ telle que F = ker g (resp. F' = g~ *(B) ot B est un point de R).
Une telle représentation cartésienne sera minimale si g est surjective.
La proposition nous permet de passer d'une représentation a ’autre : elle donne une représen-
tation paramétrique minimale de 1’ensemble des solutions de I’équation g(X) = B; elle donne
un systeme minimal d’équations cartésiennes de 1’ensemble des X tels que le systeme f(Y) = X
admet des solutions.
En particulier, si F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E donnés par des représentations
cartésiennes, on a immédiatement un systeme d’équations cartésiennes de F' N G ; on peut de
méme facilement donner une représentation paramétrique de F' 4+ G si F' et G sont donnés par
une représentation paramétrique. La résolution de systemes nous permet donc de donner des
équations cartésiennes et paramétriques d’une intersection et d’une somme de sous-espaces.

8.2 Déterminants
8.2.1 Formes multilinéaires alternées; déterminant relatif a une base

8.3 Définition. Soient E, F' des K-espaces vectoriels et n € N. Une application D : E" — F est appelée
multilinéaire ou n-linéaire si elle est linéaire par rapport a chacune des variables. Une application
multilinéaire D : E™ — F est dite alternée si D(xy,...,x,) = 0 dés que deux x; sont égaux, i.e. des
qu'il existe 4,5 € {1,...,n} avec i # j et x; = x;. Lorsque F' = K on parle de forme multilinéaire et
de forme multilinéaire alternée.

L’ensemble des formes n-linéaires alternées est naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel
(sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel F E™ de toutes les applications de E" dans F ).

Soit D une application n-linéaire alternée. Soient x1,...,x, € E. On a
0= D<x1 +$2,I‘1 +x27x37"'7xn) = D(x17x27$37"'7xn) +D(Z’2,$1,x3,...,$n>,
donc D(xg,x1,23,...,2,) = —D(x1, 29, x3,...,2,). Plus généralement, si i, j sont deux éléments dis-

tincts de {1,...,n},ona D(..., 2 ..., x5,...) = —=D(...,xj, ..., 2;...).

On en déduit que pour toute permutation o € &, on a D(Zy1), To(2)s - - - Tom)) = €(0)D(x1, 22, ..., 2y)
ou ¢ est la signature.
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8.4 Théoreme. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Il
existe une unique forme n-linéaire alternée detg : E™ — K telle que detg(ey, ..., e,) = 1.

Notons (€], ..., e) la base duale de (eq, ..., e,).

n
Existence Une formule pour une telle forme D est D(zq,...,x,) = Z e(o) H o) (@)
€Sy j=1
Unicité Par multilinéarité, pour connaitre une forme n-linéaire D : E" — K, il suffit de la connaitre

sur les vecteurs de la base, i.e. de connaitre les nombres D(ey), . . ., €5n)) pour toute application
n

s:{l,...,n} — {1,...,n}. On aura D(z1,...,2,) = ZD(es(l),...,es(n))He:(j)(xj) ou la
s 7=1

somme est prise sur l'ensemble de toutes les applications s : {1,...,n} — {1,...,n}, puisqu’on
n

ax;= Z e;(x;)e;.

i=1
Si D est alternée, alors D(es1), - - ., €sm)) = 0 si s n’est pas injective. De plus, pour tout o € &,
on a D(es(1),---,€xm)) = (0)D(e1,...,e,). En d’autres termes, 'application D +— D(es, ..., e,)
est injective.

L’application detg s’appelle le déterminant associé a la base B.

8.5 Proposition. Soient B, B’ deuz bases d’un espace vectoriel E de dimension finie. Posons n =
dim E. Pour tout (z1,...,x,) € E", on a detg(z1,...,x,) = detg(B')detp (21, ..., z,).

En effet, il résulte (de la démonstration) du théoreme [8.4] que application D +— D(B’) est une bijection
de I'espace vectoriel des applications n-linéaires alternées sur K. Les applications n-linéaires alternées
detp et detp(B')detp qui coincident en B’ sont égales.

8.6 Proposition. Soit B une base d’un espace vectoriel E de dimension finie. Posons n = dim E.

Pour tout (z1,...,x,) € E", on a detg(xy,...,x,) # 0 si et seulement si (z1,...,x,) est une base de
E.

Posons B’ = (x1,...,2,). Si B’ est une base de F, on a 1 = detg(B) = detg(B')dety (B) d’apres la
prop. donc detp(B') # 0.

Puisque detp est n-linéaire et alternée, le nombre detpg(zy,...,x,) ne change pas lorsque on ajoute a
un zj, une combinaison linéaire des autres - sans changer les autres z;. Si la famille (zy,...,2,) n’est
pas libre, par une telle opération, on peut changer un xj en 0, donc detg(zy,...,x,) = 0.

8.7 Formules de Cramer. Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Soit v € E. Ecrivons v = Z A€

k=1
On a detg(ey,...,ex 1,0, €41, -, €n) = g
Soit maintenant (uy,...,u,) = B’ une autre base de F. L’équation zju; + ... + z,u, = v en les
inconnues 1, ...,xr, € K admet une et une seule solution donnée par
d _detp(ur, ..y Up—1, U, Upg1s - - - Unp)
Ty = etB’(ula-"7uk’—lavauk+17"'>un)_ d :
etp(uy, ..., up)
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8.2.2 Déterminant d’un endomorphisme

8.8 Proposition. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et soit f € L(E) un endomorphisme
de E. Il existe un unique élément de K appelé déterminant de I’endomorphisme f et noté det f tel que
pour toute forme n-linéaire alternée D sur E et tout (x1,...,x,) € E on ait D(f(x1),..., f(x,)) =
(det f) D(xy,...,2,).

Soit B = (ey,...,e,) une base de E. L’application Dy : (z1,...,x,) — detg(f(z1),..., f(z,)) est une
forme n-linéaire alternée sur E. On a donc Dy = Dy(B)det . Soit D une forme n-linéaire alternée sur E';
il existe A € K tel que D = Adetp ; notons Dy application Dy : (z1,...,x,) — D(f(z1),..., f(z,)) =
Metg(f(x1),..., f(z,)). Il vient Dy = XDy = ADy(B)detg = Do(B)D.

11 suffit donc de poser det f = Dy(B).

Si B = (ey,...,e,) est une base de E, on a det f = detg(f(e1),..., f(en))-

Donnons les principales propriétés du déterminant des endomorphismes.

8.9 Théoréme. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(E).
a) On adet f # 0 si et seulement si f est inversible.
b) On a det(go f) =det fdetg.
a) Soit B = (ey,...,e,) une base de E. On a detf = detg(f(e1),..., f(en)); donc det f # 0 si et
seulement si (f(e1),..., f(e,)) est une base de E, i.e. si et seulement si f est inversible.

b) Si D est une forme n-linéaire alternée sur E et h € L(E), notons Dy, la forme n-linéaire alternée
Dy : (z1,...,2,) — D(h(z1),...,h(z,)). Par la proposition ci-dessus, on a Dy = (det h)D. On
trouve det(g o f) D = Dyoy = (Dy)s = (det f) D, = (det f)(det g) D. 1l suffit de choisir D non

nulle pour conclure.

11 résulte de ce théoreme que f +— det f est un homomorphisme de groupes de GL(F) dans K*. Son
noyau {f € L(E); det f =1} s’appelle le groupe spécial linéaire de E et se note SL(E).

8.2.3 Déterminant d’une matrice carrée

Soit n € N. L’espace vectoriel des vecteurs-colonnes M, ;(K) est naturellement muni d’une base B
dite < canonique » formée des vecteurs-colonnes e; ayant un 1 dans la j°¢ ligne et toutes les autres
lignes nulles.

8.10 Définition. Le déterminant d’une matrice carrée A € M,,(K) est le déterminant de ses vecteurs-
colonnes relativement a la base canonique. C’est le déterminant de I’endomorphisme X — AX de
M, 1 (K) défini par A.

O’GGn

De la formule donnée dans le théoréme il résulte que si A = (a;;), on a det(A) = Z e(o) H Ao (j),j-
=1

8.11 Remarque. Si K est juste un anneau commutatif, cette formule garde un sens et permet de
définir le déterminant d’une matrice a coefficients dans K.

Si ¢ : K3 — K est un homomorphisme d’anneaux et A = (a; ;) € M,,(K7) est une matrice a coefficients
dans K7, notons p(A) € M,,(K3) la matrice (p(a;;)). On a det(p(A)) = p(det(A)).

Si P est la matrice de passage d’une base B & une base B’, on a det(P) = detg(B’).

Donnons les principales propriétés du déterminant des matrices carrées.
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8.12 Théoreme. Soient P, Q) € M, (K).
a) On a det(P) # 0 si et seulement si P est inversible.
b) On a det(PQ) = det Pdet Q.
¢) On a det("P) = det(P).

a) et b) résultent du théoréme 8.9]

Ecrivons P = (a; ;). On a det('P) = Z Ha] o(j)-

ceS,
Pulsque le produ1t dans K est associatif et commutatif, pour o € Gn et (A,...,\,) € K", on
n
a H)\U(j H/\ En particulier, posant A\; = a;,-1(;), on trouve H(ljﬂfl(j) = Haa(i)ﬂ" Donc
A i j=1 j=1

det(P) = Z Haﬂ, . Notons que o — o' est une bijection de &,, dans lui-méme. Il vient
ceES,

det(P) = Z g(c™) Haj,g(j) = det("P), puisque (o) = (o).

O’GGn

Il résulte de ce théoreme que P — det(P) est un homomorphisme de groupes de GL,(K) dans K™*.
Son noyau {P € M, (K); det P = 1} s’appelle le groupe spécial linéaire et se note SL,(K).

8.13 Formules de Cramer. Soit A € M, (K) une matrice inversible et B € M,, 1(K) une matrice-
T A
colonne. Ecrivons X = : |. D’apres 8.7} la solution du systeme AX = B est donnée par x; = KJ

Tn

ou A = det(A) et A; est le déterminant de la matrice obtenue en remplagant la jéme colonne de A par
la colonne B.

Mineurs. Soit A € M,,,,(K). On appelle mineurs de A les déterminants des matrices carrées ex-
traites de A.

La proposition [7.14] s’énonce :

8.14 Proposition. Le rang d’une matrice est l’ordre de son plus grand mineur non nul.

Coffacteurs. Soit A € M,,(K) une matrice carrée et i,j € {1,...n}. On note A;; € M,_1(K) la
matrice obtenue en enlevant de A sa ™€ ligne et sa ™€ colonne.

8.15 Lemme. Soit A = (ay¢) € M, (K) une matrice carrée eti,j € {1,...n}. On suppose que a;; = 1
et que pour k # i, on a ay; = 0. Alors det A = (—1)""7 det A, ;

n

Supposons d’abord que ¢ = j = n. Dans la somme det A = Z e(o) H ao(k),kx les seuls termes non nuls

ce6, k=1
sont obtenus par les o € &, tels que o(n) = n. Identifions avec &,,_; 1’'ensemble de ces permutations.
n—1
On adetA = Z annHaUk)k—det Apn).

cES,_1 k=1
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Pour le cas général, considérons les permutations ¢; = (i,i+ 1,...,n) et ¢; = (j,j+1,...,n) et P,
: . > : _ - Aij

les matrices de permutation associées. La matrice B = PCilAch s’écrit par blocs B = ( *’] ?),

donc par le cas i = j = n, on a det B = det A; ;. Or ¢; étant un cycle de longueur n —i + 1, on a

det(P,,) = e(c;) = (—1)"" et det(F,) = (—1)""7, d’ou le résultat.

8.16 Proposition: développement relativement a une colonne ou une ligne.
Soit A = (a;;) € M,,(K) une matrice carrée.

a) Pour tout j € {1,...,n}, on adet A = Z(—l)iﬂam det A4, ;.
i=1

b) Pour touti € {1,...,n}, on a det A = Z(—l)”jai,j det A; ;.
j=1

Pour i,j € {1,...,n} notons B;; € M, (K) la matrice qui a les mémes colonnes que A sauf la jéme

n

qui est égale a e;. Par linéarité en la 7™ colonne, on a det A = Z a;; det B; ;. L’assertion (a) résulte
i=1

donc du lemme 8.15] En remplagant A par sa matrice transposée, on en déduit (b).

Comatrice

8.17 Définition. Soit A = (a;;) € M, (K) une matrice carrée. On appelle coffacteur associé a (i, j)
pour 7,5 € {1,...,n} le terme (—1)""/ det A; ;. On appelle comatrice de A la matrice com(A) de terme
général (—1)"" det A, ;.

8.18 Proposition. Soit A € M, (K) une matrice carrée. On a A'com(A) = ‘com(A)A = det(A)I,.

En particulier, si A est inversible, on a A™' = (det A)~' fcom(A).

Remarquons que cette formule pour l'inverse de A est tres peu praticable - sauf en dimension 2... Si

ad — be # 0, 'inverse de (Z Z) est L ( d _b).

ad—bc \—c a

8.2.4 Interprétation du déterminant lorsque le corps de base est R

Supposons que le corps de base soit R.

Signe du déterminant et orientation. On dit que deux bases B et B’ ont méme orientation si
detp(B') € R ; on dit sinon qu’elles ont une orientation opposée. La relation < avoir méme orienta-
tion > est une relation d’équivalence. Ainsi, les bases de E se séparent en deux classes d’équivalence.
Choisir une orientation de ’espace c’est choisir une de ces deux classes.

Valeur absolue du déterminant et volume. Pour fixer une mesure des volumes sur F - c’est a
dire une mesure de Lebesgue sur E, choisissons une base B = (ey, ..., e,) et normalisons le volume en

décidant que le volume du < cube > {Z tie;; (t1,...,t,) €10,1]"} est 1. Si (xq,...,x,) est une famille
i=1

de vecteurs, le volume du parallélépipede {Z tixi; (th,...,t,) €10,1]"} est |detp(z1, ..., 2,)]

=1
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Un endomorphisme f de E multiplie le volume par |det f| : si A C E est une partie « mesurable > on
a vol(f(A)) =|det fl|vol(A).

Plus généralement, la formule de changement de variable d’une intégrale multiple pour un difféomor-
phisme fait aussi intervenir la valeur absolue d'un déterminant : si U et V sont des ouverts de R" et
f:U — V est un difféomorphisme de classe C*, pour toute fonction intégrable g : V' — R on a

/g(zl,...,xn)dxl...dxn:/gof(xl,...,xn)‘Jf(xl,...,xn)‘dxl...dxn
v U

ou Jy est le déterminant de la matrice jacobienne.

8.3 Exercices

8.3.1. Soient A € M,(K), Be M, ,(K) et C € My (K). Notons M € M, ,(K) la matrice qui admet

61 g) Démontrer que I'on a det M = det Adet C'.

8.3.2. Soient p € N et £/ un K-espace vectoriel de dimension finie. Notons A, 1’espace vectoriel des
formes p-linéaires alternées D : E? — K.

la décomposition par blocs M =

a) Soient F' un espace vectoriel de dimension p, f : E — F une application linéaire et B une

base de F. Démontrer que I'application (z1, ..., x,) — detg(f(x1),..., f(z,)) est un élément
de A,,.
b) Fixons une base (ey,...,e,) de E. Notons J l'ensemble des applications strictement crois-

santes de {1,...,p} dans {1,...,n}. Démontrer que I'application ® : A, — K’ définie par
P(D)(s) = D(esr), €s(2)s - - - » Es(p)) €st linéaire et bijective.

¢) En déduire que pour p < n, l'espace vectoriel A, est de dimension (Z), et que, pour p > n,

I’espace vectoriel des formes p-linéaires alternées est réduit a 0.

1 a o ... a}?
1 ay a3 ... ay?
8.3.3. Soient ay,...,a, € K. Considérons le déterminant A, = |1 a3 ag ... ay! appelé déter-
1 a, ad a!
minant de Vandermonde.
a) Calculer A,.
n—1

b) En considérant A,, comme polynéme en a,, démontrer que A,, = A, | | (an — ax).
k=1
¢) En déduire que A,, = H (ar — aj).
1<j<k<n
d) Pouvait-on prévoir des le départ que si les a; sont distincts A,, # 07 Quelle application
linéaire représente cette matrice ?

8.3.4. Soit P = Z a X" € K[X] un polynéme unitaire (a, = 1). En développant relativement & une

k=0
A0 0 ... 0 ao
-1 X 0 0 ay
ligne ou une colonne, démontrer que l'on a 0 ‘_1 ‘>\ .0 a? = P()).
0O 0 0 ... A Qp—2
0O 0 0 —1 A4ap_1



8.3.5. Retrouver les formules de calcul d’intégrales en coordonnées polaires, en coordonnées cylindriques
et en coordonnées sphériques.

9 Opérations élémentaires sur les matrices

Nous expliquons a présent comment de facon algorithmique
e calculer le rang et le déterminant d’une matrice;

e trouver l'inverse d’une matrice inversible ;

e résoudre un systeme d’équations linéaires. . .

9.1 Définition des opérations élémentaires
9.1.1 Matrices élémentaires

On fixe un corps commutatif K et n € N (n > 2). Pour i,j € {1,...n}, notons E;; € M,(K) la
matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d’indice (7, ) (i-ieme ligne, j-iéme colonne) qui
vaut 1. Les E; ; forment une base de M,,(K).

On appelle matrices élémentaires trois types de matrices carrées :

Transvections. Soient i,5 € {1,...,n} avec i # j et soit A € K*. Posons T; ;(\) = I,, + AE; ;. Cette
matrice a donc tous ses coefficients diagonaux égaux a 1, ses coefficients hors-diagonaux nuls sauf
celui d’indice (i, 7) qui vaut A.
Les matrices T; j(\) s’appellent des matrices de transvection.

Dilatations. Soit ¢ € {1,...,n} et soit A € K*, A # 1. Posons D;(\) = I,, + (A — 1)E;; € M, (K).
Cette matrice a donc tous ses coefficients hors-diagonaux nuls, ses coefficients diagonaux égaux
a 1 sauf celui d’indice (i,7) qui vaut A.
Les matrices D;(\) s’appellent des matrices de dilatation.

Transpositions. Soient ¢,5 € {1,...,n} avec i # j. Posons P,; = I,, — E;; — E; ; + E; ; + Ej,.
Cette matrice a donc tous ses coefficients diagonaux égaux a 1 sauf ceux d’indice (7,17) et (7, /)
qui sont nuls, et ses coefficients hors-diagonaux nuls sauf ceux d’indice (i, j) et (4,4) qui valent 1.
Les matrices P, ; s’appellent des matrices de transposition.

Les matrices de transposition sont des cas particuliers des matrices de permutation : soit ¢ € &,,
une permutation; on appelle matrice de permutation associée la matrice P, = (axs) € M, (K)
telle que

o =1sik=0(();

o a;,=0sik#o(l).

Remarquons que o — P, est un homomorphisme de groupes de &,, dans GL,,(K).

Les matrices élémentaires sont inversibles : on a Tj j(A) ™' = T ; (=), Di(A\)~! = D;(1/)) et Pfjl =P,

9.1.2 Opérations sur les lignes et les colonnes

Soit A € M, ,(K) une matrice. On appelle opération élémentaire sur les lignes de A une opération
d’un des trois types suivants :

(L1) Ajouter a une ligne un multiple d’'une autre ligne.

(L2) Multiplier une ligne par un scalaire non nul.

42



(L3) Intervertir deux lignes.

Ces opérations reviennent a multiplier A a gauche par une matrice élémentaire. Ainsi

1. la matrice T; j(A\)A s’obtient a partir de A en ajoutant a la M€ Jione A fois la 7™ ligne.

2. la matrice D;(\)A s’obtient a partir de A en multipliant la i€ Jigne par A.

3. la matrice P; ;A s’obtient & partir de A en intervertissant la i€ ot 1a M€ Jignes.
De méme, on appelle opération élémentaire sur les colonnes de A une opération d’un des trois types
suivants :

(C1) Ajouter a une colonne un multiple d’une autre colonne.
(C2) Multiplier une colonne par un scalaire non nul.

(C3) Intervertir deux colonnes.

Ces opérations reviennent a multiplier A a droite par une matrice élémentaire.

9.1.3 Opérations sur les lignes : Algorithme de Gauss

Soit A € M,, ,,(K).

L’algorithme de Gauss consiste a effectuer des opérations élémentaires sur les lignes d’'une matrice
jusqu’a ce qu’elle obtienne une forme < simple ». Commencons par définir ces matrices simples. Notons
(Ey, ... E,) la base canonique de I'espace vectoriel M., ;1(K) des matrices-colonnes a m lignes.

9.1 Définition. Convenons d’appeler matrice échelonnée ou matrice a pivots une matrice A € M,, ,,(K),
telle qu'il existe r € {0,...m} et une application strictement croissante k — j(k) de {1,...,r} dans
{1,...,n} satisfaisant :

e pour k € {1,...,r}, la colonne d’ordre j(k) de A est égale a FEj;
epourie{l,....,r}etj<j(i)onaaq;=0;

e pouri e {r+1,...,m}ettout j€{l,...n} onaa;; =0.

Au bout du k-ieme pas de l'algorithme de Gauss on aura choisi j(k) et les j(k) premieres colonnes de
A® formeront une matrice  pivots (qui ne changera plus dans la suite).

L’algorithme de Gauss est le suivant :
(k)

e On pose A® — A et on construit successivement des matrices A% = (am-) pour 1 < k < m.

e Soit k € {1,...,m} et supposons A*~Y construit.
Si les m — k + 1 dernieres lignes sont nulles, la matrice A®™V est & pivots.
S’il existe ¢ > k et j tels que agz_l) # 0, on note j(k) le plus petit j tel qu’il existe i > k avec
agf?l) # 0 et on choisit i(k) > k tel que agf,;)’lj)(k) # 0. Le couple (i(k), j(k)) ainsi choisi s’appelle un
pivot.
Maintenant on fait subir & A®~Y successivement les opérations élémentaires suivantes :

E1) on divise la ligne d’ordre 2(k) par a" v : opération de type (L2
i(k),j (k)
(E2) on intervertit la ligne d’ordre k et la ligne d’ordre (k) ; (opération de type (L3))

(E3) maintenant ay ;) = 1. On annule tous les autres termes de la colonne j(k) : pour i # k on
retranche a; j( fois la ligne d’ordre k a la ligne d’ordre i. (opérations de type (L1))

e Lorsque k = m ou lorsque toutes les lignes d’ordre i > k + 1 de A® sont nulles, on a obtenu une
matrice a pivots : on arréte ’algorithme.
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9.2 Remarque. Remarquons que dans la k-ieme étape, lorsque k£ < m, on peut utiliser uniquement
des opérations de type (L1). En effet,
a) si a,(gkj_(,g = 1 on effectue directement 'étape (E3) qui n’utilise que les opérations (L1);
b) si un coefficient ¢ > k est non nul, en ajoutant un multiple convenable de la i-ieme ligne a la
k-ieme on arrive a ay jx) = 1;

c) siagjm # 1 et a; ju) = 0 pour tout ¢ > k, on commence par ajouter la k-ieme ligne a la suivante
(on peut puisque k < m), et on est ramené au cas (b).

9.2 Applications
9.2.1 Résolution pratique de systemes linéaires

On veut résoudre un systeme d’équations AX = B, ou A € M,,, ,(K). On crée une matrice C = (A B)
a m lignes et n + 1 colonnes. En lui appliquant I'algorithme de Gauss sur les lignes, on obtient une
matrice < & pivots > C' = (A" B') avec A’ = UA et B' = UB ou U est une matrice inversible, donc un
systétme A’X = B’ équivalent a celui du départ.

Notons r le rang de C'. Deux cas sont possibles :

a) On a j(r) =n+1, cest-a-dire rgA =r — 1 < r =rg (A B) et 'équation d’ordre r du systeme
A'X =B est 0=1:1l n’y a pas des solutions.

b) On a j(r) < n, i.e. ;g A = rgC et le systéeme admet des solutions qui sont tres facilement
paramétrées par les z; pour j qui n’est pas de la forme j(k).

9.2.2 Inversion de matrices carrées

Soit A une matrice carrée d’ordre n inversible. Lorsqu’on fait subir a A I'algorithme de Gauss sur les
lignes, on obtient nécessairement une < matrice a pivots > inversible. La seule telle matrice est I,,.

Inverser la matrice A, revient a résoudre un systeme AX = B pour toute matrice B. Si on pose
b

B =] 1 | et que l'on résout le systeme AX = B i.e. on fait subir a (A B) 'algorithme de Gauss, la
bn

solution sera donnée sous la forme X = A™'B.

Une autre fagon d’effectuer le méme calcul est la suivante : il suffit d’opérer I'algorithme de Gauss aux
lignes de la matrice (A1,) (€ My 2,(K)). A la fin de Palgorithme on aura la matrice (I, A™").

9.2.3 Génération de GL(n,K) et SL(n, K)

Si A € GL(n,K), on a démontré que I'on peut la multiplier par des matrices élémentaires et obtenir
I,,. En particulier, A™! est produit de matrices élémentaires. On en déduit immédiatement :

9.3 Proposition. GL(n, K) est engendré par les matrices élémentaires.

Grace a la remarque [9.2] on peut faire mieux :

9.4 Théoréme. a) SL(n,K) est engendré par les transvections.

b) GL(n,K) est engendré par les transvections et les dilatations.
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9.2.4 Calculs de rang, de déterminants

Pour calculer le rang d’'une matrice A, on peut simplement lui faire subir I’algorithme de Gauss. Par
contre, comme on ne change pas le rang en multipliant a gauche ou a droite par une matrice inversible,
on peut utiliser a loisir les opérations a la fois sur les lignes et sur les colonnes.

On peut calculer le déterminant d’une matrice carrée A en utilisant les opérations sur les lignes et les

colonnes. La seule chose a retenir est :

e Lorsqu’on ajoute a une ligne (resp. colonne) un multiple d’une ligne (resp. colonne) on ne change
pas le déterminant.

e Lorsqu’on multiplie une ligne (ou une colonne) par un scalaire on multiplie le déterminant par ce
scalaire.

e Lorsqu’on intervertit deux lignes ou deux colonnes on multiplie le déterminant par —1.

9.5 Remarques. a) Lorsqu'on effectue des calculs de maniére approchée, on ne pourra jamais
démontrer que le rang est strictement inférieur & min(m,n). En effet, 'ensemble des matrices
de rang min(m,n) est dense. Par contre, on arrivera a minorer le rang puisque les matrices de
rang > k forment un ouvert, par exemple, si on arrive a démontrer qu'un déterminant extrait
d’ordre k est égal a D a e preset que 0 ¢ |D —e, D + €.

b) On peut effectuer de fagon tres efficace des opérations élémentaires sur les matrices a coefficients
entiers - et plus généralement sur un anneau euclidien A. Dans ce cas, les seules dilatations
< autorisées > sont les D;(\) avec A inversible dans A. La division euclidienne est apres tout

e s . —b . . : .
I'opération élémentaire (Z) — (a b q). L’algorithme d’Euclide nous dit que par opérations

E)i) ou d est le PGCD de a et b.

Nous ne pousserons pas plus loin ces considérations - qui sont hors programme - mais signalons
juste que I'on démontre ainsi que pour un anneau euclidien A :
o SL,(A) est engendré par les matrices de transvection ;

élémentaires on peut passer de (Z) a (

e toute matrice de M, ,(A) est équivalente a une matrice ( ) ou D est une matrice carrée

0 0
d’ordre r diagonale D = diag(d;) avec d;|ds] . .. |d,.

9.3 Exercices

1l est certainement utile de faire un certain nombre d’exercices pratiques de résolution de systéemes
linéaires - que l'on trouve dans de nombreuxr ouvrages. On ne présente ici que quelques exercices un
peu plus théoriques.

9.3.1. Calculer le déterminant de Vandermonde par opérations élémentaires. On commence par retran-
cher la premiere ligne de toutes les autres - et on développe par la premiére colonne; puis on
met un terme en facteur dans toutes les lignes obtenues; enfin on retranche chaque colonne a la
sutvante.

9.3.2. Soit A € M, ,,(K) une matrice. Notons C1, ..., C), ses colonnes et r son rang. Soit U une matrice
carrée d’ordre m inversible. On suppose que A’ = U A est une < matrice & pivots .

a) Pour k = 1,...,7, notons j(k) la place du k™M pivot de A’. Démontrer que j(k) =
inf{j; rg(Ch,...,C;) = k}.

b) Ecrivons A’ = (a; ;). Démontrer que 'on a Cj = Z ay ;Ciry-
k=1
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¢) En déduire que pour toute matrice A il existe une et une seule matrice a pivots qui s’écrive

A" = UA avec U inversible.

9.3.3. On suppose que K # Fy. Démontrer que toute transvection de GL,,(K) est un commutateur. En
déduire que le groupe des commutateurs de GL,(K) est SL,(K).

9.3.4. Démontrer que SL,(R) et SL,(C) sont connexes. Démontrer que GL,,(C) est connexe. Quid de
GL,(R)?

10 Reéduction des endomorphismes

Nous énoncons ici les définitions, propriétés, résultats en termes d’endomorphismes. Ils peuvent bien
sur étre aussi énoncés en termes de similitude de matrices carrés. On peut en effet identifier une matrice
carrée A € M,,(K) avec I'endomorphisme X +— AX de M,,;(K) qu’elle définit.

10.1 Vecteurs propres et valeurs propres
10.1.1 Sous-espaces stables par un endomorphisme

10.1 Définition. Soit v un endomorphisme dun espace vectoriel E. Un sous-espace vectoriel F' est
dit stable par u si w(F') C F. L’application x — u(x) de F' dans F' est un endomorphisme de f appelé
endomorphisme de F induit par u.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme de E et F' un sous-espace vectoriel
de E. Soit (eq, ..., ex) une base de F' que 'on complete en une base B = (eq, ..., e,) de E. Alors F est
*

stable par u si et seulement si la matrice de u dans la base B est de la forme ;

10.2 Proposition. Si les endomorphismes u et v commutent, alors imu et ker u sont stables par v.

10.1.2 Vecteurs propres et valeurs propres

On cherche a présent les espaces stables de dimension 1.

10.3 Définition. Soient E un K-espace vectoriel et © un endomorphisme de E.

a) Soient A € K et z un vecteur non nul de E. On dit que A et = sont une wvaleur propre et un
vecteur propre associés si u(x) = Az.

b) Soit A € K. On dit que A est une valeur propre de u s'il existe un vecteur € E non nul tel que

u(z) = Az.
c¢) Soit x € E un vecteur non nul. On dit que = est vecteur propre de u si u(z) est proportionnel a
x.

d) Soit A € K une valeur propre de u. I’espace propre associé est ker(u — Aidg) = {z € E; u(z) =
Az}. On le note Ej(u).

Il est parfois commode de poser F)(u) = ker(u — Aidg) méme lorsque A n’est pas une valeur propre de
u. Dans ce cas, on a E)(u) = {0}.

10.4 Proposition. Les espaces propres d’un endomorphisme sont en somme directe.
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On doit démontrer que pour tout N et tout n-uplet (A, ..., A\y) de valeurs propres distinctes de u les

espaces propres Fy,, ..., F), sont en somme directe.
e Pour n =1, il n'y a rien a démontrer.
e Soit N > 2 et \,..., Ay des valeurs propres distinctes de u. Supposons que les espaces propres
N N
Ey,...,E\,_, solent en somme directe. Soient x; € E), tels que sz = 0. Alors 0 = U(Z x;) =
i=1 i=1
N N-1 N N ' '
Z A;ri, donc Z()\N —\)T; = )\Nin — Z/\ixi = 0. Puisque E),,..., E\,_, sont en somme
i=1 i=1 i=1 i=1
directe, il vient (Ay — A1)z = ... = (Ay — An_1)xy_1 = 0 et puisque les \; sont distincts, il vient
N
r1=...=xy_1 = 0. Enfin ’égalité Z x; = 0 permet de conclure que xy = 0 aussi.
i=1

10.1.3 Polynoéme caractéristique

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de E. Notons A = (a; ;) €
M., (K) la matrice de u dans une base B de E. Notons M = (m; ;) € M, (K[X]) la matrice définie
par m; ;= a;; si i # j et m;; = a;; — X. On pose x% = det(M) € K[X]) (cf. remarque [8.11)).

Soit By une autre base de E, notons P € M, (K) la matrice de passage de B a By et A; = P'AP
la matrice de I'endomorphisme u dans la base B;. On plonge K dans le corps K(X) des fractions
rationnelles sur K. Par définition, xZ = det(A—X1,) et xZ' = det(A;—X1,) = det(P~(A—X1I,)P) =
det(P~')xZ det P. En d’autres termes, on a démontré que le polynome x? ne dépend pas de la base B.

10.5 Définition. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme de £. On
appelle polynome caractéristique de I’endomorphisme u et ’on note y, le polynoéme Xf pour n’importe
quelle base B de E.

Pour tout A € K, on a donc det(u — Aidg) = x,(A) (on applique la remarque a ’homomorphisme
P — P()\) de K[X] dans K). Remarquons que cette égalité définit le polynome caractéristique si K
est infini.

On a immédiatement :

10.6 Proposition. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E.
Les valeurs propres de u sont les racines de .

10.1.4 Triangulation d’un endomorphisme

Une matrice carrée A = (a;; € M, (K) est dite triangulaire supérieure (resp. inférieure) si pour i > j
(resp. i < j) on a a;; = 0.

On dit qu’un endomorphisme u d’'un espace vectoriel de dimension finie F est triangulable ou trigona-
lisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire. On dit qu'une matrice

carrée M est triangulable ou trigonalisable si c’est la matrice d’'un endomorphisme trigonalisable, i.e.
s'il existe une matrice inversible P telle que P~'M P soit triangulaire.

10.7 Théoreme. Un endomorphisme (une matrice carrée) est trigonalisable si et seulement si son
polynome caractéristique est scindé.
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n
Le polynome caractéristique d’'une matrice triangulaire A = (a; ;) est H(am — X). Il est scindé. Si
i=1
un endomorphisme (une matrice carrée) est trigonalisable, son polynome caractéristique est égal au
polynome caractéristique d’une matrice triangulaire : il est scindé.

Démontrons la réciproque par récurrence sur la dimension de ’espace :
Sin =1, i n’y a rien a démontrer : toute matrice est triangulaire!!

Soit n > 1. Supposons que tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n—1 (toute matrice
carrée d’ordre n — 1) a polynome caractéristique scindé soit trigonalisable. Soit £ un espace vectoriel
n

de dimension n et u un endomorphisme dont le polynoéme caractéristique y, s’écrit x, = H()‘l - X).
i=1
Comme \; est une valeur propre de F, il existe un vecteur propre e; associé a la valeur propre \;.

Complétons e; en une base B de E. La matrice de v dans la base B est de la forme M = (i\)l ]I\})

On a xy = xu = (M1 — X)xw, done xyy = 1_[(>\Z — X). D’aprés I'hypothese de récurrence, N est
=2
trigonalisable : il existe une matrice carrée inversible Q d’ordre n — 1 telle que Q' NQ soit triangulaire

supérieure. Posons alors P = <é g) C’est une matrice inversible (d’'inverse <(1) Q01) ). La matrice
. A LQ : .
1 _ (M 5 .
PMP= (O Q_lNQ> est triangulaire, d’ou le résultat.

D’apres la preuve ci-dessus, si u est un endomorphisme dont le polynome caractéristique est y, =
n

H(/\i — X) on peut choisir une base dans laquelle la matrice de u sera triangulaire de diagonale
i=1
(A, ..., A\n), Cest-a-dire : on peut choisir 'ordre dans lequel apparaissent les éléments diagonaux.

10.1.5 Diagonalisation d’un endomorphisme

On dit qu'un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie F est diagonalisable s’il existe une
base de E dans laquelle la matrice de F est diagonale. On dit qu'une matrice carrée M est diagonalisable

si ¢’est la matrice d’'un endomorphisme diagonalisable, i.e. s’il existe une matrice inversible P telle que
P~ M P soit diagonale.

10.8 Proposition. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E. Soit A une
valeur propre de E. Alors dim E est inférieure ou €gale a ['ordre de multiplicité de la racine A dans le
polynome caractéristique Y.

Soit (eq, ..., ex) une base de ). Complétons-la en une base de E. Dans cette base, la matrice de u est

de la forme M = (Aék ;), donc x, = (A — X)Fxw.

10.9 Théoreme. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E. Alors u est
diagonalisable si et seulement si son polynome caractéristique est scindé et la dimension de tout sous-
espace propre est égale a l’ordre de multiplicité de la valeur propre associée.

Si la matrice de u dans une base est la matrice diagonale diag(Aq,...,\,), la dimension de I'espace
propre associé¢ a une valeur propre A est égale au nombre de j tels que A\; = A qui est lui-méme égal a
n

la multiplicité de la racine A de x, = H()\j - X).

Jj=1
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Inversement, si x,, est scindé et la dimension de tout sous-espace propre est égale a I’ordre de multiplicité
de la valeur propre associée, en mettant ensemble des bases des espaces propres, on obtient une famille

libre d’apres la prop. |10.4. Le nombre d’éléments de cette famille libre est Z dim E = Z ordre(\) =
A A

Ox, = dim E : c’est donc une base. La matrice de u dans cette base est diagonale.

Remarquons que toute racine A de x, est une valeur propre de u : on a donc 1 < dim E) < ordre(\).
En particulier, si A est racine simple de x, on aura dim £ = ordre()). Pour voir si u est diagonalisable,
on ne doit donc se préoccuper que des racines multiples de .

10.10 Corollaire. Un endomorphisme dont le polynome caractéristique est scindé a racines simples
est diagonalisable.

10.2 Polynémes d’endomorphismes

10.2.1 Polynémes annulateurs, polynéme minimal

N
Soient E un espace vectoriel et u un endomorphisme de E. Pour un polynéome P = Z a, X", on pose
k=0

N
P(u) = Z aru®. L’application P +— P(u) est un homomorphisme d’algebres de K[X] dans L(E).
k=0
Si E est de dimension finie, cet homomorphisme n’est pas injectif. Son noyau est un idéal de 'anneau
principal K[X].

10.11 Définition. Un polynome P est dit annulateur pour u si P(u) = 0. On appelle polynome
minimal de v 'unique polynome unitaire w, qui engendre 1'idéal formé par les polynomes annulateurs
pour u.

En d’autres termes, les polyndémes annulateurs sont les multiples du polynéme minimal. Pour P € K[X],
on a donc P(u) =0 <= w,|P.

10.2.2 Le théoréme de Cayley-Hamilton

10.12 Théoreme de Cayley-Hamilton. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u un
endomorphisme de E. On a x,(u) = 0.

En d’autres termes w, divise y,.

Il y a de nombreuses démonstrations de ce théoreme. En voici une relativement simple basée sur les
matrices Compagnon.

Soit € E un vecteur non nul. Soit k le plus petit entier tel que u*

(x) soit contenu dans le sous-
1

o

espace engendré par les u/(x) pour 0 < j < k. Berivons u(z) = au! (z). Pour j = 1,... k,

<.
o

posons e; = u/~'(z). Par définition de k, la famille (ey,...,ex) est libre. Complétons-la en une base

(e1,...,¢e,) de E. Dans cette base, la matrice de u est sous la forme < ) ou C est la matrice carrée

0 N
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0 0 0 ap
10 0 aq
d’ordre k (appelée matrice Compagnon) : C' = 0 1 0 az | .1len résulte que xu = Yo XN-
00 ... 1 A1
k—1 k—1
Or (=1)*yec = X* — Zanj (c¢f. Exerc. [8.34)). On a donc (—1)*x¢o(u)(x Zaj = 0.
J=0 J=

Il vient x,(u)(x) = xn(u) o xo(u)(z) = 0. Cela étant vrai pour tout z, il vient x,(u) = 0

10.2.3 Théoreme de décomposition des noyaux

10.13 Théoreme de décomposition des noyaux. Soient Py, ..., P, des polynomes premiers entre
k
eur deuxr a deux. Posons P = HP] Soient E un espace vectoriel et u un endomorphisme de E.
j=1

a) On aker P(u @ker

k

b) En particulier, si P est un polynome annulateur de u, on a E = @ker(Pj(u)). De plus, pour
j=1

tout j, le projecteur d’image ker P;(u) et de noyau @ker(PZ-(u)) est un polynome en u (i.e. un

it
élément de l'algébre Klu)).

Pour j € {1,...,k}, posons Q; = P/P; = HB. Comme P; et (); sont premiers entre eux, il existe
1#]

un polynome R; tel que R;Q; = 1 [P;]. Posons enfin S; = R;Q;. Pour ¢ # j, P, divise S;, donc

ZS =1 [P]. Alors 1 — ZS est divisible par les P;, donc par leur PPCM, c’est-a-dire P.

Remarquons aussi que, pour tout J, P divise P;9;.

k
e Puisque P = Q;P;, on a P(u) = Q;(u) o P;(u), donc ker P;(u) C ker P(u). Il vient Zker Pj(u) C

j=1
ker P(u).
e Soit z € ker P(u). Comme P divise FP;S;, on a Pj(u) o S( )(x) = 0, donc Sj(u)(x) € ker P;(u).
k
Comme P divise 1 — Z S;, si x € ker P(u), alors © = Z Si( . Donc ker P(u) C Z ker P;(u
=1
k
e Donnons-nous des z; pour j = 1,...,n avec z; € ker P;(u) tels que ij = 0. Comme P; divise
j=1

1-S5;, alors S;(u)(x;) = x; ; pour i # j, P; divise S;, donc S;j(u)(z;) = 0. Il vient z; = S5;( ZJEZ

0. Donc les ker Pj(u) sont en somme directe.

L’assertion (b) résulte aussi des calculs ci-dessus : le projecteur d’image ker P;(u) et de noyau

Zker ) est S;(u).

i#]
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10.2.4 Endomorphismes diagonalisables

10.14 Proposition. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) u est diagonalisable ;
(ii) u admet un polyndme annulateur scindé a racines simples ;

(iii) le polynome minimal de u est scindé a racines simples.

Tout diviseur d'un polynéme scindé a racines simples est scindé a racines simples ; donc (i) <= (4ii).
k

Soient Ay, ..., A\; les valeurs propres de u et posons P = H(X — \i). Si u est diagonalisable, il admet
i=1

une base B de vecteurs propres. L’endomorphisme P(u) est nul sur la base B, donc il est nul. Le

polynome P est donc un polynome annulateur.

k
Inversement, s’il existe un polynome annulateur scindé a racines simples P = H(X — \i), alors E =
=1
A (2
@ ker(u — \;idg) d’apres le < lemme des noyaux > (théoreme [10.13)).
i=1

10.15 Corollaire. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme diagonali-
sable de E. La restriction de u a tout sous-espace de E stable par u est diagonalisable.

10.16 Proposition. Soient E un espace vectoriel et (u;);e; une famille d’endomorphismes de E. On
suppose que tous les u; sont diagonalisables et que pour tout i,j € I, on a u; o u; = uj ou;. Alors il
existe une base (eq,...,e,) de E dans laquelle tous les u; sont diagonauz.

Procédons une récurrence < forte » sur dim F. Si dim F est 1, il n’y a rien a démontrer, de méme que
si tous les u; sont des homothéties.

m
Supposons donc que u;, n’est pas une homothétie. Alors £ = @ E). ou les Ej, sont les espaces propres

k=1
de w;, ; chacun de ces espaces est invariant par tous les u;, et les restrictions des u; a ces espaces sont

diagonalisables et deux a deux permutables. Par I’hypothese de récurrence, il existe une base de chacun
des Fj qui diagonalise toutes les restrictions des u;. Mettant ensemble toutes ces bases, on trouve une
base de E qui diagonalise les u;.

10.2.5 Sous-espaces caractéristiques

10.17 Définition. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, v un endomorphisme de E et A\ une
valeur propre de u. Soit r l'ordre de multiplicité de A dans y,. On appelle sous-espace caractéristique
de u associé a la valeur propre A le noyau de (Aidg —u)".

10.18 Proposition. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E.
On suppose que le polynome caractéristique de u est scindé. Alors E est somme directe des espaces
caractéristiques de u.

Résulte du lemme de décomposition des noyaux (théoréme [10.13]) a l'aide du théoreme de Cayley-
Hamilton.
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10.19 Définition. Soit F un espace vectoriel. Un endomorphisme u de E est dit nilpotent s’il existe
p € N tel que v = 0.

Si n est nilpotent, toute valeur propre de u est nulle. En fait y, = (—X)4%™¥,

10.20 Théoreme: Décomposition de Dunford. Soient E un espace vectoriel de dimension finie
et u un endomorphisme de E. On suppose que le polynome caractéristique de u est scindé. Il existe
un unique couple (d,n) d’endomorphismes tels que u = d + n avec d diagonalisable n nilpotent et
satisfaisant don =nod.

Existence. Soient (\1,..., ;) les valeurs propres distinctes de w. Pour tout j, notons N; l'espace
k

caractéristique associ¢ a A;. D’apres le théoreme de décomposition des noyaux, F = @Nj.
J=1

n
Notons p; le projecteur d’image N; et de noyau EB N;. Posons d = Z Ajp;. Il est diagonalisable :
i#j =1
son espace propre pour la valeur propre A; est N;. Posons n = u — d. Chaque N; est stable par
n et 'endomorphisme de NN; induit par n coincide avec v — Ajidg. Il est nilpotent. On en déduit
que n est nilpotent. Enfin, les p; sont des polynomes en u, donc d et n sont des polynomes en u :
ils commutent.

Unicité. Soient (d,n) le couple construit dans la partie existence, et (d’, n") un autre couple satisfaisant
les conditions ci-dessus. Alors d’ commute a u, donc & tout polynéme en u. Il commute avec d.
D’apres la prop. [10.16] d et d' sont simultanément diagonalisables. De méme, n’ et n commutent.
On en déduit (d’apres la formule du bindéme) que n’ — n est nilpotent. Or d — d' = n’ — n. Cet
endomorphisme est diagonalisable et nilpotent. Il est nul.

10.3 Applications; considérations topologiques dans le cas ou le corps K
est R ou C

10.3.1 Puissances de matrices ; suites récurrentes

Donnons-nous une suite (X) de vecteurs-colonne définie par une relation de récurrence X ; = AXj
ot A est une matrice carrée donnée. Il vient immédiatement X, = A¥X,, d’ott la nécessité de calculer
les puissances de A.

Une telle formule de récurrence peut étre un peu plus cachée : fixons ag,...,a,_1 € K et considérons
Ty
n—1
: - Th+1 .
une suite (x)ren vérifiant pour tout k£ € N, zp,,, = Z a;Zp+j. On pose alors X = ) . La suite
5=0
Lh+n—1
0O 1 0 ... O
o o0 1 ... 0
X vérifie la relation de récurrence Xy = AXyouA=1|: + =+ - : est (la transposée
0o 0 o0 ... 1
apgp Ay a2 ... QAp—q

d’)une matrice Compagnon

Il est bien plus facile de calculer les puissances d’une matrice si elle est sous forme diagonale! Si A est
diagonalisable, elle s’écrit A = PDP~" avec D = diag(\y, ..., \,) diagonale. Alors, on a A* = PD*pP~!
et DF = diag(\¥, ... ).
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Faisons quelques remarques dans le cas ou K = R ou K = C. Rappelons que, sur un espace vectoriel
réel ou complexe de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes et définissent donc la méme
topologie, en particulier la méme notion de convergence des suites, de continuité, différentiabilité, etc.

1. Si K =R, il peut étre utile de considérer une matrice A € M,,(R) comme matrice a coefficients
complexes et de la diagonaliser sur C.

2. Si A € M,,(C) n’est pas diagonalisable, on peut utiliser la décomposition de Dunford : A = D+ N
avec DN = ND ou A est diagonalisable et N est nilpotente. Comme N" = 0, la formule du
binéme qui calcule (D + N)* (pour k& grand) n’a que n termes.

3. On peut étudier le comportement & l'infini d’une suite Xz = A*X,. Par les deux remarques
précédentes, ’étude d’une telle suite se ramene (presque) a une étude de suites géométriques.

10.3.2 Exponentielles de matrices et applications

10.21 Proposition. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie.

u
a) Soit u € L(E). La série de terme général — est convergente.
n!
+oo
On pose exp(u) = Z L
n=0

b) Soit u,v € L(E) tels que uov =vou. On a exp(u+ v) = exp(u) exp(v).
¢) Soit u € L(E). L’équation différentielle 2'(t) = ux(t) admet comme solution x(t) = exp(tu)xy.

Considérons le systeme différentiel 2'(¢t) = ux(t) + b(t), out b est une fonction continue définie sur un

intervalle ouvert I a valeurs dans E. Cherchons la solution sous la forme () = exp(tu)y(t). Le systeme
¢

devient exp(tu)y'(t) = b(t), soit y(t) = y(ty) + / exp(—tu)b(t) dt.

to
Encore une fois, il est bien plus facile de calculer I'exponentielle d’'une matrice si elle est diagonalisée :
remarquons que exp(PDP™') = Pexp(D) P~*. Si 'endomorphisme u n’est pas diagonalisable, on uti-
lisera sa décomposition de Dunford pour calculer exp(tu). Remarquons que si n est un endomorphisme
nilpotent, exp(tn) est polynomiale en .

10.3.3 Exemples de parties denses de L(F)

10.22 Proposition. On suppose que K =R ou C. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie.
a) GL(E) est ouvert et dense dans L(E).
b) Si K = C, l'ensemble des endomorphismes diagonalisables est dense dans L(E).

a) L’application déterminant est polynomiale donc continue, donc GL(E) image inverse par det de
l'ouvert K* de K est ouvert dans L(E). Soit u € L(F). Comme X, a un nombre fini de racines,
il y a un nombre fini de k € N tels que u, = u — (1 + k) 'idg soit non inversible. Donc pour k
assez grand, uy € GL(E), et la suite uy, converge vers u, donc u est dans I'adhérence de GL(E) :
donc GL(E) est dense dans L(E).

b) On peut trianguler u dans une base (ej,...,e,) de E. Notons v I'endomorphisme de E tel que

n
ve; = je; pour tout j. Soit & € N* un nombre tel que soit strictement inférieur a inf |\, —A;],

cet < inf > étant pris sur tous les couples de valeurs propres distinctes. Alors les nombres )xﬂ—% sont

deux & deux distincts, donc u+ k™ v a toutes ses valeurs propres distinctes : il est diagonalisable.
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10.4 Exercices

10.4.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit (E1,. .., Ey) une famille de sous-espaces vec-

k

toriels de E telle que £ = @ E;. Choisissons une base de I formée de bases de F;. Caractériser

J=1

les matrices des endomorphismes pour lesquels les sous-espaces E; sont stables.

10.4.2. [309] Soient ay, . . ., a, des nombres complexes. On définit les matrices A, J € M, 11(C) en posant

a)

b)
c)

apg ai Gy ... Gy 010 0

Ap Gy A1 ... Gp_q 0 01 0

A= |0n-1 an Qo ... Gp-2 et J =
0 00 1

a as as ... ag 1 0 0 0

n
Démontrer que A = Z apJ*E.
k=0
Calculer le polynome minimal et le polynome caractéristique de J.

Diagonaliser J puis A.

Endomorphismes trigonalisables

10.4.3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Posons n = dim F. Un drapeau de E est une suite
(Ek)o<k<n de sous-espaces de E telle que pour tout k on ait Ejy C Ej4q et dim Ej = k. Une base

(61,..

a)

b)

10.4.4. a)

., en) est dite adaptée au drapeau (Ej)o<k<n Sl pour tout k, on a ey € E.

Démontrer que toute base de F est adaptée a un et un seul drapeau de E. Démontrer que
tout drapeau possede des bases adaptées.

Solent (Ek)o<k<n un drapeau, (es,...,e,) une base adaptée et u un endomorphisme de E.
Démontrer que le drapeau (Ej)o<i<n €st stable par u (i.e. tous les Ej sont stables par u) si
et seulement si la matrice de u dans la base (e, ..., e,) est triangulaire supérieure.

Soient u un endomorphisme de E et (Fj)o<k<n un drapeau stable par u. Notons Aq, ..., A,
les éléments diagonaux de la matrice de v dans une base (e, ..., e,) adaptée a (Ej)ogkn-
Démontrer que (u— A\iidg)(Fx) C Ex—1. En déduire que (u— Ajidg)o...o(u— A\gidg) est nul
sur Fy, puis une démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton pour les endomorphismes
triangulables.

Soient £ un espace euclidien et v un endomorphisme trigonalisable de E. Démontrer qu’il
existe une base orthonormale de £ dans laquelle la matrice de u est triangulaire. En déduire
que ensemble des matrices trigonalisables est fermé dans M, (R).

Quelle est 'adhérence de I’ensemble des matrices diagonalisables réelles ?

Démontrer que l'intérieur de ’ensemble des matrices diagonalisables est formé des matrices
diagonalisables a valeurs propres distinctes.

10.4.5. Endomorphismes nilpotents. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u un endo-
morphisme nilpotent de E. Notons m le plus petit entier tel que u™ = 0.

a)
b)

Quel est le polynome minimal de u ?

Démontrer que u n’est pas surjective. Soit F' un hyperplan de F contenant im u. Démontrer
que F' est invariant par u. En déduire par récurrence sur dim E que u est triangulable. Quel
est le polynome caractéristique de u ?
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¢) Pour k =0,...,m, posons Nj, = keru* (on a Ny = {0} et N,, = E). Démontrer que la suite
N}, est croissante.

d) Soient k£ € {1,...,m — 1} et F' un supplémentaire de Ny dans Nj,;. Démontrer que la
restriction de u & F' est injective et u(F) N Ny_; = {0}. En déduire que la suite (dim Ny —
dim N},) est décroissante.

10.4.6. Démontrer qu'un endomorphisme est trigonalisable si et seulement s’il admet un polynéome an-
nulateur scindé.

Endomorphismes cycliques
10.4.7. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de F£.

a) Soit 29 € E. Pour k € N*, on pose x;, = u"(xg). Soit & € N*. On suppose que z; €
Vect(zo, . .., xk_1). Démontrer que Vect(zo, ..., z,_1) est stable par u; en déduire que pour
tout £ € N, on a x, € Vect(xg, ..., Tx_1).

b) On dit que u est cyclique s'il existe x € E tel que (z,u(x),u*(x),...,u*(z),...) engendre
E (on dit aussi que z est un vecteur cyclique pour 'endomorphisme u). Démontrer que u

est cyclique si et seulement s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de E est une
matrice Compagnon. Démontrer que dans ce cas x, = w@,.

10.4.8. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de £. On suppose que
Xu = wy. Le but de cet exercice est de démontrer que u est cyclique.

k
Ecrivons Xu = H Pjaj la décomposition de y, en produit de polynomes irréductibles. Pour j, soit
j=1
@); le polynome tel que P;Q; = Xu.
a) Démontrer que pour tout j, il existe z € E tel que (Q;(u))(z) # 0. En déduire qu'il existe
z; € E tel que P;7(x) = 0 mais Pjaj_l(x) # 0.
k
b) Démontrer que Z x; est un vecteur cyclique pour wu.
j=1
10.4.9. Soient E un espace vectoriel de dimension finie non nulle et u un endomorphisme de E. Démontrer
que FE ne possede pas de sous-espaces invariants distincts de u et {0} si et seulement si le polynéme
caractéristique de u est irréductible.

Décomposition de Dunford
10.4.10. Quelle est la décomposition de Dunford de <(1) :_23> ?

10.4.11. Soit A € M,,(R). Considérons-la comme matrice a coefficients complexes et soit A = D + N sa
décomposition de Dunford. Démontrer que D et N sont des matrices réelles.

Autres...
10.4.12. Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie.

a) On suppose que le polynéme minimal de u est de la forme P* ott P est un polynome
irréductible de K[X]. Soient € E non nul et F' le sous-espace vectoriel de E engendré par
les u¥(z) (k € N). Notons v 'endomorphisme de F déduit de u par restriction. Démontrer
que Y, = W, est une puissance de P. En déduire (a I’aide d’une récurrence) que le polynéme
caractéristique de u est une puissance de P.
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b) En utilisant le < lemme des noyaux >, démontrer que le polynome minimal et le polynéme
caractéristique d’un endomorphisme ont mémes diviseurs irréductibles.

10.4.13. Soient E un espace vectoriel réel non nul de dimension finie (notée n) et u un endomorphisme de
E.

a) Soit A la matrice de u dans une base de E et A\ = a + ib une valeur propre non réelle de
A. Démontrer qu’il existe des vecteurs-colonnes XY € R" tels que AX = aX — bY et
AY =aY +bX.

b) Démontrer que u possede un sous-espace stable de dimension 1 ou un sous-espace stable de
dimension 2.

(la solution de cet exercice est donnée dans le lemme [11.31).
10.4.14. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. Soit P € K[X].
a) On suppose que P et y, sont premiers entre eux. Démontrer que P(u) est inversible.
b) On suppose que P et x, ne sont pas premiers entre eux. Démontrer que P(u) n’est pas
inversible.

Indication : Utiliser 'exercice [10.4I12
Autre méthode : soit L une extension de K dans laquelle le PGCD de P et x, a une racine.

En considérant la matrice de u dans une base comme matrice a coefficients dans L, démontrer
que det(P(u)) = 0.

¢) En déduire une autre démonstration de l'exercice [10.4][13]

11 Formes quadratiques

11.1 Formes bilinéaires, formes quadratiques
11.1.1 Définitions et généralités

11.1 Définition. Soient K un corps commutatif et £ un K-espace vectoriel.

e Rappelons qu'une forme bilinéaire sur E est une application b : E' x E — K linéaire en chacune des
variables, i.e. telle que, pour tout x € E, les applications y — b(z,y) et y — b(y, ) sont des formes
linéaires sur F.

e Une forme bilinéaire b : F x F — K est dite symétrique si pour tout (x,y) € E x E on a b(y,z) =
b(z,y).

e Une forme bilinéaire b : E x E — K est dite antisymétrique si pour tout (z,y) € E X E on a
b<y7 ZL‘) = —b(l’7 y)

e Une forme bilinéaire b : £ x E — K est dite alternée si pour tout x € E on a b(z,x) = 0.

11.2 Proposition. a) Toute forme bilinéaire alternée est antisymétrique.

b) Si la caractéristique du corps K est différente de 2, on a la réciproque : toute forme bilinéaire
antisymétrique est alternée.

c) Si la caractéristique du corps K est différente de 2, toute forme bilinéaire b : E x E — K se
décompose de maniere unique sous la forme b = bs + b, ot by est une forme bilinéaire symétrique
et b, est une forme bilinéaire alternée.

Démonstration. Soient E un K-espace vectoriel et b: E x E — K une forme bilinéaire sur F.

a) Pour tout x,y € E, on a b(z +y,z +y) = b(z,x) + b(y,y) + b(x,y) + by, x). Si b est alternée, il
vient 0 = b(z,y) + by, z).
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b) Si b est antisymétrique, prenant = = y, il vient b(x, z) = —b(x, x). Si la caractéristique de K n’est
pas 2, il vient b(z,z) = 0.
¢) Unicité. Si b = bs + by, il vient b(z,y) + by, z) = 2bs(z,y) et b(z,y) — b(y,x) = 2b,(z,y), donc

b () = 5 (0, ) + by, ) et Byl y) = L (b(a,9) — by, )

1 1
Existence. Il suffit de poser by(x,y) = i(b(m,y) + b(y,x)) et by(z,y) = §(b(x,y) — by, x)).

On vérifie immédiatement que by est une forme bilinéaire symétrique, que b, est une forme
bilinéaire alternée et que 'on a b = by + b,. O

11.3 Définition. Soient K un corps commutatif et £ un K-espace vectoriel. On appelle forme quadra-
tique sur E une application q : E — K telle qu’il existe une forme bilinéaire b : £ x F — K satisfaisant
q(z) = b(x,x) pour tout x € E.

11.4 Proposition. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, E un K-espace
vectoriel et ¢ une forme quadratique sur E. 1l existe une unique forme bilinéaire symétrique ¢ : ExXFE —
K satisfaisant q(x) = p(x,z) pour tout x € E.

Démonstration. Par définition, il existe une forme bilinéaire b : £ x ' — K telle que pour tout z € F
on ait b(x,z) = q(z). Soit ¢ : F x E — K une forme bilinéaire symétrique. Alors ¢(x,z) = ¢(z) pour
tout x € E, si et seulement si la forme bilinéaire b — ¢ est alternée, c’est a dire si et seulement si ¢ = by
ol b = bs + b, est la décomposition de b de la proposition ci-dessus (cf. [c) de la proposition . O

11.5 Définition. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, E un K-espace
vectoriel, ¢ une forme quadratique sur E et ¢ : F x E — K une forme bilinéaire symétrique. Si pour
tout z € E on a p(x,z) = q(z) on dit que q est la forme quadratique associée a et que @ est la forme
polaire de q.

11.6 Identités de polarisation. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2,
E un K-espace vectoriel, ¢ une forme quadratique sur E et ¢ : E x E — K sa forme polaire. En
développant p(x + y,z £ y) on trouve les identités de polarisation :

o(r,y) = 1(61(@" +y) —q(r) —q(y)) = %(Q(w +y) — q(z —y)) pour tous z,y € E.

2
11.7 Définition. Soient K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie et B =
(é1,...,€,) une base de E. Soit b sur E. La matrice de la forme bilinéaire b dans la base B est la

matrice A = (a; ;) ol a;; = b(e;, e;). Si la caractéristique de K est différente de 2, on appelle matrice
d’une forme quadratique dans la base B la matrice (dans la base B) de sa forme polaire.

L1 Y1
Soient x,y € E. Notons X = | : | et Y = | : | les vecteurs-colonnes formés des coordonnées de
T Yn
z et y dans la base B. Soit b une forme bilinéaire sur £ et notons A = (a; ;) sa matrice dans la base
B. Par bilinéarité de b, on a b(z,y) = Zai7jxiyj = 'XAY. Notons que la matrice A est symétrique
i7j
(égale a sa transposée) si et seulement si la forme bilinéaire b est symétrique; de méme la matrice A
est antisymétrique si et seulement si la forme bilinéaire b est antisymétrique.

Supposons que la caractéristique de K soit différente de 2. Si A = (a; ;) est la matrice dans la base B
d’une forme quadratique ¢, on a ¢(z) = Z Q; jT;T; = Z am-:v? + Z 2a; jx;x;.

i\ i i<j
11.8 Définition. Soient K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie et ¢ une
forme quadratique sur E. Un vecteur x de E est dit isotrope pour g si g(z) = 0. L’ensemble des vecteurs
isotropes pour ¢ s’appelle le cone isotrope de q.
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11.1.2 Orthogonalité

Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, E un K-espace vectoriel et ¢ une
forme quadratique sur . Notons ¢ sa forme polaire.

e On dit que deux éléments z,y € E sont orthogonauz pour q si ¢(x,y) = 0. On dit qu'une famille
(xi)ier est orthogonale pour ¢ si pour tout i,j € I avec i # j, on a ¢(z;,x;) = 0.

e L’orthogonal pour ¢ d’'une partie A de E est son orthogonal pour la forme bilinéaire ¢ (cf. :
c’est 'ensemble A+ = {y € E; Vo € A; op(z,y) = 0}. C’est un sous-espace vectoriel de .

e En particulier, I'ensemble {x € E; Yy € E; ¢(x,y) = 0} est un sous-espace vectoriel de E (c’est
I'orthogonal E+ de E tout entier). On lappelle noyau de ¢ ou noyau de ¢ et on le note kergq ou
ker .

e On dit que la forme quadratique q est non dégénérée si kerq = {0}. On dit aussi que la forme
bilinéaire ¢ est non dégénérée.

11.9 Définition. Supposons que la dimension de E soit finie et soit ¢ une forme quadratique sur E.
On appelle rang de ¢ et 'on note rg g la codimension de ker q.

On a donc rgq = dim ' — dim ker q.
Si ¢ est la forme polaire de g, le rang de ¢ s’appelle aussi le rang de ¢ et se note aussi rg ¢.

Supposons que la dimension de E soit finie et soit B une base de E. Notons A la matrice de ¢ dans
la base B. Soit x € E et X le vecteur-colonne formé des coordonnées de x dans la base B. On a
x €kerq < AX =0. Il vient rgq =rg A.

11.10 Proposition. Si E est de dimension finie et q est non dégénérée, pour toute forme linéaire
¢ € E*, il existe un unique x € E tel que l'on ait {(y) = p(z,y) pour tout y € E.

Démonstration. L’application L : E — E* qui & x € E associe la forme linéaire y — @(z,y) est
injective puisque ¢ est non dégénérée, donc bijective puisque dim E* = dim E' (cf. [7.23)). ]

Nous utiliserons plus loin le résultat suivant

11.11 Lemme. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie tel que la restriction de q a
F soit non dégénérée. Alors E = F & F*.

Démonstration. Soit x € E. Par la proposition [11.10| (appliquée a la restriction de g a F'), il existe un
unique y € F tel que pour tout z € F on ait p(x, 2) = ¢(y, 2), i.e. tel que z —y € F*. ]

11.1.3 Décomposition de Gauss

Dans toute cette partie on fixe un corps commutatif K de caractéristique différente de 2.

11.12 Théoréme. Soit g une forme quadratique sur un K-espace vectoriel de dimension finie E. Alors
1l existe une base de E orthogonale pour q.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension n de E.

e Sin < 1 toute base de E est orthogonale.

e Supposons le théoreme démontré pour toute forme quadratique sur un K-espace de dimension n — 1.
Si ¢ est nulle, il n’y a rien a démontrer : toute base de E est orthogonale. Sinon, il existe un vecteur
e € E tel que g(e) # 0. La restriction de ¢ & Ke est alors non dégénérée. Par le lemme on a
alors E = Ke @ (Ke)*. D’apres I'hypothese de récurrence, la restriction de ¢ & (Ke)* admet une
base orthogonale (eq,...,e,_1). Posons e, = e. La base (ey,...,e,) de E est orthogonale. O
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Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie, ¢ une forme quadratique sur E et B = (eq,...,e,)
une base de F. La base B est orthogonale pour ¢ si et seulement si la matrice de ¢ dans la base B est
diagonale.

Supposons que la base (eq,...,e,) soit orthogonale. Quitte a intervertir les éléments de la base, on
peut supposer qu’il existe r € {0,...,n} tel que g(e;) # 0 pour i < 7 et g(e;) = 0 pour ¢ > r. Alors
n n

€ril,--.,6, est une base de kerq. En particulier r = codim ker q. Pour z = inei et y = Zyiei,
i=1 i=1

on a p(z,y) = Zq(ei)xiyi et q(z) = Zq(ei)x? = Zq(ei)ej(x)Z ou (e;) désigne la base duale de
i=1 i=1 i=1

(e1,...,€n).

On a démontré :

11.13 Corollaire : Décomposition de Gauss. Soit ¢ une forme quadratique sur un K -espace vecto-
riel de dimension finie E. Alors il existe des formes linéaires indépendantes (1,..., ¢, et des scalaires
T

non nuls ai, . .., a, tels que q(x) = Zai&-(:ﬁ)2. Onar=rgq.
i=1
Ul

Méthode de Gauss. Donnons-nous une forme quadratique ¢ sur un K-espace vectoriel de dimension

finie £. Notons ¢ sa forme polaire

Notons r le rang de ¢. Si on trouve une base orthogonale (fi, ..., f,) vérifiant ¢(f;) # 0 pour i < r et

q(fi) = 0 pour ¢ > r, on aura q = Zai(fi*)z, ou l'on a posé a; = ¢(f;). Remarquons que, pour tout
i=1

i, les formes linéaires a; f et z +— ¢(z, f;) coincident en x = f; et sont nulles pour z = f; pour j # i.

Puisqu’elles coincident sur la base (f;), elles sont égales.

Partons d’une base quelconque (e, ..., e,) de E.

1
e Si g(e;) # 0, on va prendre f; = e, donc poser ¢1(z) = ﬂgp(x, e1). Notons que le noyau de la
q\e1

forme quadratique q; = q — q(e1)f2 est kerq @ Key, donc rgq; = r — 1 et ¢; est une combinaison
linéaire des formes eje; pour 2 <@ < j < n, en d’autres termes, on aura une expression de la forme

n
ql(z xiei) = Z bm:l:ia:j.
i=1 2<i<G<n
On aura donc a < réduire > une forme quadratique avec une variable de moins.

e Plus généralement, s'il existe k tel que g(ex) # 0, nous pourrons appliquer cette recette.

e Si tous les ¢(ey) sont nuls, mais ¢ n’est pas nulle, quitte a intervertir les vecteurs de la base, on peut
supposer que @(ey,ez) # 0. La restriction de ¢ & F' = Ke; @ Key est non dégénérée. En trouvant
une base orthogonale de F' (par exemple (e; + eg, €1 — €3)), il nous restera a < réduire > la forme ¢
restreinte & F'-, qui est de rang r — 2 et qui ne fait intervenir que les variables (zs, ..., 2,).

n

En pratique, notons A = (a; ;) la matrice de ¢ dans cette base. Pour = = inei, on a donc q(z) =

i=1
E Qi3T5 .

I<i,j<n

La méthode expliquée ci-dessus revient a construire pas a pas, les formes ¢; de la facon suivante :
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a) Siap #0 (i.e. g(er) #0), on écrit

Q(x) = auxl—f-QZahxlxz—l— Z ;T

2<i,j<n
n
_ ai 2 1 2
= an(z + . ;)" — a_< a1ix;)” + i T
1 L 5=s 2<i,j<n

= al,lfl(x) +Q($)

a .
ou ly(x) =z + Z Lz, et ¢1 est une forme quadratique qui ne fait plus intervenir 1, i.e. telle
— (11
1=2
que e; € ker(qy).

e Si l'un des coefficients diagonaux a;; est non nul, on se ramene au premier cas en permutant les
éléments de la base.

b) On a a;; = age = 0 mais ayp # 0

q(x) = 2apxim9+ 2951(2 ax;) + 23:2(2 agr;) + Z ;T

i=3 i=3 3<i,j<n
n n n n
1 2
= 2(0,123}1 —+ E G/ini)(xz + _CL E CLMLUZ') — —a ( E azixl)( E Qa1;T —|— E CLUJJ SL’J
i=3 12 4—3 12 3 =3 3<i,j<n

= L(2)b(r) + q(2)
= ((2)" = L(2)* + qu(2)

ol £ (x) = w et 0y(z) = w

plus intervenir x; et xq, i.e. telle que eq, es € ker(qy).

, et ol g1 est une forme quadratique qui ne fait

11.1.4 Formes quadratiques positives - K =R

On suppose ici que le corps de base K est le corps des réels.

11.14 Définition. Soit E un espace vectoriel réel. Une forme quadratique g sur F est dite positive si
pour tout z € E on a g(z) > 0.

Une forme bilinéaire symétrique ¢ est dite positive si la forme quadratique associée x — ¢(x,x) est
positive.

11.15 Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit ¢ une forme quadratique positive et ¢ sa forme polaire.
Pour tout v,y € E, on a o(z,y)* < q(x)q(y).

Démonstration. Pour t € R on a q(tz +y) > 0. Or q(tx +y) = at> + 2bt + c avec a = q(x), b = ¢(x,y)
et ¢ = q(y). Le trinome at® 4+ 2bt + ¢ garde un signe constant, donc son discriminant 4(b* — ac) est
négatif ou nul, i.e. b < ac.

Notons que si a = 0, ’application affine ¢ +— 2bt 4+ ¢ ne peut garder un signe constant que si elle est
constante i.e. si b = 0. On trouve encore b < ac. O

11.16 Corollaire. Le cone isotrope d’une forme quadratique positive est €gal a son noyau.
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Démonstration. Soient g une forme quadratique positive sur un espace vectoriel réel E et x un vecteur
isotrope pour ¢. Notons ¢ la forme polaire de ¢q. Pour tout y € F, on a, d’apres 'inégalité de Cauchy-
Schwarz, ¢(z,y)? < q(z)q(y) = 0. Donc ¢(z,y) = 0. Cela prouve que z € ker q. ]

En particulier, une forme quadratique positive non dégénérée n’admet pas de vecteur isotrope non nul :
on dit qu’elle est anisotrope ou définie.

Rappelons une conséquence importante de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

11.17 Théoréme. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’une forme bilinéaire
symétrique positive et non dégénérée (x,y) — (x|y). L’application x — ||z|| = \/(z|x) est une norme
sur I

Démonstration. Soient x,y € E et X\ € R.

e D’apres le corollaire précédent, on a ||z|| =0 <= x =0;
e il est clair que || Az|| = |A|||z] ;

e On a, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz

Iz +ylI* = ll2l® + lyll* + 2¢ly) < N2 + Iyl + 2llllyl = (=]l + Iyl

d’ou l'inégalité triangulaire. ]

11.1.5 Signature (K =R)

11.18 Théoreme d’inertie de Sylvester. Soient E' un espace vectoriel réel de dimension finie et
q une forme quadratique sur E. Donnons nous deuzr bases q-orthogonales (eq,...,en) et (fi,..., fn)-
Le nombre des i € {1,...,n} tels que q(e;) > 0 (resp. q(e;) < 0, q(e;) = 0) est égal au nombre des
ie{l,...,n} tels que q(f;) >0 (resp. q(f;) <0, q(f;) =0).

Démonstration. Notons E, (resp. E_, Ey) le sous-espace vectoriel de E engendré par les e; tels que
q(ej) > 0 (resp. q(e;) < 0, ¢(e;) = 0). De méme, notons Fy (resp. F_, Fy) le sous-espace vectoriel
de E engendré par les f; tels que ¢(f;) > 0 (resp. q(f;) < 0, ¢(f;) = 0). Remarquons que l'on a
E=F, 0FE ®E=F, OF ®F. Sixe€ Eynest pasnul, onaq(z) >0;sizx € F. @ Fy, on a
q(z) <0. 1l vient By N (F_ & Fy) = {0}, donc dim E; < codim(F_ & Fy) = dim F.

De méme, on a

e F.N(E_® Ey) = {0}, donc dim Fy < dim F ;
o E_N(F; & F,) ={0}, donc dimFE_ < dim F_;
=1

o F.N(E:® Ey) ={0}, donc dim F_ < dim E_. O
Quelques remarques a propos de cette démonstration. Si (ej,...,e,) est une base de E orthogonale
pour ¢,

a) on a vu que les e; tels que g(e;) = 0 engendrent le noyau de ¢ - autrement dit, avec les notations
ci-dessus, on a Fy = Fy = kerq;

b) cette démonstration démontre que si F' est un sous-espace de E tel que la restriction de ¢ a F'
soit non dégénérée et positive (resp. non dégénérée et négative), on a dim F' < dim E, (resp.
dimF < dimFE_).

11.19 Définition. Soient F un espace vectoriel réel de dimension finie et ¢ une forme quadratique sur
E. On appelle signature de g le couple (k,¢) ou k et ¢ désignent respectivement le nombre des e; tels
que ¢g(e;) > 0 et g(e;) < 0 pour une base de E orthogonale pour g¢.
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11.20 Conséquence : recherche d’extréma locaux. Soient U un ouvert d'un espace vectoriel
réel £/ de dimension finie, ¢ un point de U et f : U — R une application. Rappelons que f est
différentiable en a si et seulement si elle admet au voisinage de a un développement limité de la forme
f(z) = f(a)+4(x —a)+o(]|z — a||) ou £ est une forme linéaire sur F (la différentielle df, de f en a). Si
elle est deux fois différentiable en a, elle admet au voisinage de a un développement limité de la forme
f(x) = f(a) +(x —a)+q(x —a) + o||x — al|*) ott £ est une forme linéaire et ¢ une forme quadratique
sur E (q/2 est la différentielle seconde de f). On a :
a) Si f admet un extrémum local en a et est différentiable en a, alors df, = 0.

b) Supposons que f admette au voisinage de a un développement limité d’ordre 2 de la forme
f(x) = f(@) +alz — a) + of|| — a2,
e Si f présente en ¢ un minimum (resp. maximum) local, alors la forme quadratique ¢ est positive
(resp. négative).
e Si la forme quadratique ¢ est définie positive (resp. définie négative), alors f présente en a un
minimum (resp. maximum) local.

11.2 Formes quadratiques sur un espace vectoriel euclidien
11.2.1 Bases orthonormales

Soit E un espace vectoriel euclidien. Autrement dit E est un espace vectoriel réel de dimension finie
muni d’'une forme bilinéaire symétrique positive et non dégénérée ( | ). Rappelons que E posseéde une
base orthonormale (on dit aussi base orthonormée), i.e. une base orthogonale (e;) telle que, pour tout
i on ait (e;|le;) = 1. L’existence d’'une base orthonormale résulte immédiatement de I'existence d’une

base orthogonale (théoreme|11.12)). En effet, si (fi,..., fn) est une base orthogonale, on a (f;|f;) € R7.
Posons e; = (fi\fi)’lpfi ; la base (eq,...,e,) est orthonormale.

Pour construire des bases orthonormales, on utilise le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt :
11.21 Orthonormalisation de Gram-Schmidt. Soit (21, ..., z,) base de E. Il existe une unique base

orthogonale (fi, ..., fn) et une unique base orthonormale (eq, ..., e,) telles que pour tout k € {1,...,n}
on ait :

a) Vect(xy,...,xx) = Vect(f1,..., fx) = Vect(es, ..., ex)
b) x — fr € Vect(xy,...,x5_1) (en particulier fi = x1) et (x;le;) = 0 (en fait (x;le;) > 0).

On construit les f; et les e; de la maniere suivante :

k—1
i = f2=uz—%f1; fk:Uk—Zisz;;)fj; e = |1full 7 fi-

j=1

11.2.2 Endomorphismes et formes bilinéaires

11.22 Proposition. Pour toute forme bilinéaire ¢ sur E, il existe un unique endomorphisme f de E
tel que, pour tout (z,y) € E* on ait o(z,y) = (f(x)|y).

Démonstration. Pour x € E, notons ¢, I'application linéaire y — (x|y). Puisque ( | ) est non dégénérée,
I’application linéaire x — £, est injective : ¢’est une bijection de E sur E* puisque dim F = dim E*.

Soient ¢ une forme bilinéaire sur F et x € E. L’application y — ¢(z,y) est linéaire; il existe donc un
unique z, € E tel que pour tout y € E on ait p(z,y) = (z:]y); on vérifie aisément que I'application
f 1 x— 2z, est linéaire. [
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11.23 Proposition. Soient E un espace vectoriel euclidien et f un endomorphisme de E. Il existe un
unique endomorphisme f* de E tel que pour v,y € E on ait (x|f(y)) = (f*(2)|y).

Démonstration. La forme (z,y) — (z|f(y)) est bilinéaire, donc s’écrit sous la forme (f*(z)|y). O

11.24 Définition. Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme de E. L’unique f* de E tel
que pour z,y € E on ait (x|f(y)) = (f*(z)|y) s’appelle I'adjoint de f. On dit que f est symétrique ou
autoadjoint si f* = f; on dit qu'il est orthogonal s'il est bijectif et f* = f~'; on dit qu'il est normal

si ffof=/fof"

Remarquons que tout endomorphisme symétrique est normal et tout endomorphisme orthogonal est
normal.

11.25 Proposition. Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme de E. La matrice de f*
dans une base orthonormale B de E est la transposée de la matrice de & dans la base B.

Démonstration. Ecrivons B = (ey, ..., e,). Notons (a; ;) la matrice de f dans la base B. On a f(e;)
Zamei, donc a; ; = (f(e;)|e;). La matrice de f* dans la base B est donc (¢; ;) avec ¢;; = (f*(ej)|e;) =
i=1

(ej|f(ei)) = aj,. C'est la transposée de (a; ;).

O

11.26 Remarque. Soit ¢ une forme quadratique d'un espace euclidien E et ¢ sa forme polaire. 1l
existe un unique endomorphisme f symétrique tel que, pour tout z,y € E on ait ¢(z,y) = (f(z)]y).
En particulier, g(z) = (f(x)|z).

L’application qui & un endomorphisme symétrique f associe la forme bilinéaire symétrique (x,y) —
(f(x)|y) et I'application qui a une forme bilinéaire symétrique ¢ associe la forme quadratique z +—
¢(x, ) sont bijectives, donc 'application qui & un endomorphisme symétrique f associe la forme qua-
dratique x — (f(z)|z) est bijective.

Notons que si un endomorphisme symétrique f, une forme bilinéaire symétrique ¢ et une forme qua-
dratique ¢ se correspondent a travers ces bijections, on a ker f = ker p = ker ¢, donc rg f =rgp =rgq.

11.2.3 Diagonalisation simultanée

11.27 Théoreme. Soient E un espace vectoriel euclidien et ¢ une forme quadratique sur E. Il existe
une base orthonormale de E qui soit orthogonale pour q.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension n de E.

e Sin =1, toute base est orthogonale pour toute forme quadratique!

e Supposons n > 2 et le résultat démontré pour toute forme bilinéaire symétrique d’un espace euclidien
de dimension n — 1.
Soit S la sphere unité de E. C’est une partie compacte de E. L’application continue ¢ atteint son
maximum en un vecteur e; € S. Posons A = ¢(e;) et ¢ (z) = Az|z) — g(z). La forme polaire ¢, de ¢;
est donnée par o1 (z,y) = AMz|y) —¢(x, y) ot ¢ est la forme polaire de ¢q. Notons enfin H I'orthogonal
de e; pour le produit scalaire de F.
Par définition de eq, la forme ¢; est positive et e; est isotrope pour ¢;. Il appartient donc au noyau
de ¢ : pour tout y € E on a (e, y) = 0, soit p(er,y) = Ae1|y). En particulier, pour y € H on
trouve ¢(eq,y) = 0.
Par 'hypothese de récurrence, il existe une base orthonormale (es, ..., e,) de H qui soit orthogonale
pour la restriction de ¢ & H. La base (ey,...,e,) convient. O
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On peut reformuler le théoreme de fagon plus abstraite :

11.28 Corollaire : Diagonalisation simultanée <« abstraite ». Soient E un espace vectoriel réel
de dimension finie et q1,qe deux formes quadratiques avec q, définie positive. Il existe une base ortho-
normale pour q, qui soit orthogonale pour qs.

Démonstration. Muni de la forme quadratique ¢;, E est un espace euclidien. On peut donc appliquer
directement le théoreme. O

11.2.4 Diagonalisation des endomorphismes symétriques

Soit f un endomorphisme symétrique de E; posons p(z,y) = (f(x)|y). Par la diagonalisation simul-
tanée, il existe une base orthonormale (ey, ..., e,) qui soit orthogonale pour . On a donc (f(e;)|e;) =0
pour i # j, donc la matrice de f est diagonale dans la base (eq,...,e,). On a donc :

11.29 Théoreme. Tout endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien se diagonalise dans une

base orthonormale.
OJ

Nous trouverons en exercice (11.3|[8) une généralisation de ce théoréme pour les endomorphismes nor-
maux.

Donnons une autre démonstration de ce théoréme. Nous allons raisonner par récurrence. Notons P, la
propriété : Tout endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien de dimension n se diagonalise dans
une base orthonormale.

Soit donc T" un endomorphisme autoadjoint d’un espace de dimension n.

Pour n =1, il n'y a rien a démontrer : tout endomorphisme est diagonal dans toute base!
Supposons donc que n > 2 et que P,_; soit vraie.

Nous utilisons le résultat suivant :

11.30 Lemme. Soit F' un sous-espace de E invariant par T. Alors :

a) L’orthogonal F*+ de F' est invariant par T.
b) La restriction de T o F et F* est auto-adjointe.

Démonstration.  a) Pour x € F- et y € F, on a - puisque T est autoadjoint (T'(x)|y) = (z|T(y)) = 0
puisque y € F et F est invariant. Cela prouve que T'(x) est orthogonal a tout y € F : donc

T(z) € F*.
b) Pour z,y € E on a (T'(z)|y) = (z|T(y)). Cela est a fortiori vrai pour z,y € F, ou pour z,y €
F*. O

Pour finir la démonstration du théoreme par récurrence, il suffit de démontrer que tout endomorphisme
autoadjoint d’un espace vectoriel euclidien non nul possede un vecteur propre e; que 1’on peut supposer
de norme 1. Nous poserons alors F' = Re;. Par I’hypothése de récurrence, la restriction de f & F* admet
une base orthonormale (es,. .., e,) de vecteurs propres. Alors la base (ej,es, ..., e,) est orthonormale
et formée de vecteurs propres de T

Pour n = 2, choisissons une base orthonormale (ej, es) et écrivons la matrice de T' dans cette base :

b
(a+ c)* — dac+ 4b* = (a — ¢)® + 4b*. 1l est positif ou nul, donc T posséde un vecteur propre.

A= (¢ i) Le polynome caractéristique de A est X* — (a + ¢)X + (ac — b*) dont le discriminant est

Pour finir, on utilise le résultat suivant :
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11.31 Lemme. Soient E un espace vectoriel réel non nul de dimension finie. Tout endomorphisme de
E possede un sous-espace stable de dimension 1 ou un sous-espace stable de dimension 2.

Démonstration. Soit u un endomorphisme de E. Notons M € M, (R) la matrice de u dans une base
quelconque. La matrice M possede des valeurs propres dans C. Il existe donc A = s+ it € C (avec
s,t € R) et un vecteur-colonne Z € C" non nul tel que MZ = \Z. Ecrivons Z = X +iY ou X et
Y sont des vecteurs-colonne réels. On a M (X +1iY) = (s + it)(X +iY), soit MX = sX —tY et
MY =tX + sY. Cela prouve que le sous-espace F' engendré par les vecteurs x et y de composantes X
et Y est stable par u. Comme Z # 0 ce sous-espace F' n’est pas nul. Comme il est engendré par x,y,
on a dim F' < 2. O]

11.32 Interprétation matricielle. Si A est une matrice symétrique (réelle), il existe une matrice
orthogonale U et une matrice diagonale D telles que A = U 'DU.

11.2.5 Conséquences géométriques : quadriques

Généralités sur les quadriques : £ est un K espace vectoriel

a) Définition des quadriques :
Une quadrique est un sous-ensemble D de I'espace E admettant une équation du type ¢ (z) =0
ou ¥(z) = q(x) + (x) + ¢, avec ¢q forme quadratique, ¢ forme linéaire et ¢ € R.

b) Quadriques non dégénérées.
Posons K = kergNker? et soit p: E — E un projecteur de noyau K.
Pourxz € Fety € K, on av¢(zr+y)=1(x) de sorte que 1 = 1 o p. Dans ce cas notre quadrique
s’écrit Dy x K ou D est une quadrique d’un supplémentaire de K (I'image de p).
On dira que la quadrique est non dégénérée si K = {0}. Comme dimker¢ > n — 1, cela impose
dimkerq < 1.

c) Centre d'une quadrique non dégénérée.
On cherche les symétries centrales laissant invariante (I’équation d’) une quadrique.
Soit a € E. On devra avoir ¢(a — z) = ¥(z + a). Or q(z + a) — g(a — x) = 4p(z,a) ou ¢ est la
forme polaire de ¢. On a donc ¢(a + x) — ¢ (a — ) = 4p(z, a) + 2{(x).

Si ¢ est non dégénérée, il existe un unique a tel que pour tout x on ait p(x,a) = —§€(x).

Si q est dégénérée, prenant z € kerg non nul (et donc x ¢ ker ¢ car notre quadrique est non
dégénérée) on ne peut avoir 4p(x,a) + 2¢(x) = 0.

Symétries d’une quadrique, axes principaux d’une quadrique a centre (juste quelques
mots...)

En se plagant au centre d'une quadrique a centre, ’équation devient ¥ (x) = ¢(x) + ¢ = 0. On dira
alors qu’elle est propre si elle est non dégénérée et ne contient pas son centre, i.e. si ¢ est non dégénérée
et ¢ # 0. L’équation devient donc ¢(x) = 1 avec ¢ non dégénérée, soit (z|f(x)) = 1 ou f est un
endomorphisme symétrique inversible.

Les droites propres de f s’appellent les azes principaux de notre quadrique.

ko 2 noo_ 2
. . , . ;. &X; X; . .
En diagonalisant, I’équation s’écrira E —5 — E — = 1 (avec k > 1 si notre quadrique n’est pas
a; a;
i=1 0 =kl

vide).

Pour k£ = n, notre quadrique est un ellipsoide de demi azes principauz a;.
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On peut chercher les symétries de notre quadrique, i.e. les isométries g de I'espace la laissant invariante.
On devra avoir go g = ¢, soit g* o f o g = f, soit encore go f = f o g. Si toutes les valeurs propres de
f sont distinctes, g devra étre diagonale, et comme c’est une isométrie, ses valeurs diagonales sont des

+1.

Dans le cas général, g devra fixer les espaces propres de f. Sa matrice sera donc diagonale par blocs
avec des blocs qui représentent des isométries des espaces propres de f.

11.3 Exercices

11.3.1.
11.3.2.

11.3.3.

11.3.4.

11.3.5.

11.3.6.

11.3.7.

11.3.8.

Quel est la dimension de ’espace vectoriel des formes quadratiques sur K" 7

a) Démontrer que les formes quadratiques non dégénérées sur R" forment un ouvert dense dans
I’espace vectoriel des formes quadratiques.

b) Quelles sont les composantes connexes de cet ouvert ?

Soit ¢ une forme quadratique sur un espace vectoriel réel. Quelle est en fonction de la signature
de ¢ la plus grande dimension de sous-espace isotrope de E (i.e. sous-espace vectoriel de E formé
de vecteurs isotropes) ?

Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme symétrique de E; pour x,y € E, posons
o(x,y) = (f(x)|y). Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Démontrer que F' est stable par f si et
seulement si 'orthogonal F* de F pour le produit scalaire (| ) est orthogonal a F' pour la forme
Q.

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2. Soient E' un K-espace vectoriel, ¢
une forme quadratique sur E et (eq,...,e,) une base de E orthogonale pour q.

a) Soit i € {1,...,n} tel que e; soit isotrope. Démontrer que e; € kerg.
b) Posons J = {j € {1,...,n}; e; isotrope}. Démontrer que (e;);cs est une base de kerg.

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2. Soient E un K-espace vectoriel, q
une forme quadratique sur F et (ey, ..., e) une famille libre orthogonale pour ¢. Démontrer que
I'on peut compléter (ey, ..., ex) en une base orthogonale de F si et seulement si pour tout i, si e;
est isotrope, il est dans le noyau de gq.

Démontrer que pour tout A € GL,(K) il existe une unique matrice U orthogonale (unitaire)
et une unique matrice triangulaire supérieure 7' dont les coefficients diagonaux sont (réels et)
strictement positifs telles que A = UT.

Réduction des endomorphismes normaux. Une matrice M € M,(R) est dite normale
si 'MM = M'M. En particulier, les matrices symétriques, les matrices antisymétriques et les
matrices orthogonales sont normales. Soit M une matrice normale.

, . Yo . —b
a) On suppose que n = 2. Démontrer que M est soit symétrique soit de la forme <Z a )

(a,b € R) - (i.e. une matrice de similitude directe).

A B
0 C
matrices carrées. Démontrer que "AA = A'A + B'B et en déduire (a I'aide d’un calcul de
trace) que B = 0, puis que A et C' sont des matrices normales.

c) A Taide du lemme [11.31| démontrer qu'il existe une matrice orthogonale U telle que ‘UMU
s’écrive M = 107 l()) ) ou D = diag()\;) est diagonale et D; = diag(S;) est diagonale par
1

blocs 2 x 2, les S; étant des matrices de similitudes directes.

b) On suppose que M se décompose par blocs sous la forme M = < ) ou A et C sont des
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d) Rappelons qu'un endomorphisme u d’un espace euclidien E est dit normal si uu* = u*u.
Enoncer un théoréme de réduction des endomorphismes normaux. En déduire des théoremes
de réduction pour les endomorphismes orthogonaux et pour les endomorphismes antisy-
métriques.

11.3.9. Quadrique de révolution. Soit F un espace euclidien de dimension 3. On se donne une
quadrique @ non dégénérée d’équation q(z) + ¢(z) + ¢ = 0. On dit que @ est une quadrique de
révolution (autour d'un axe D) si elle est stable par toutes les rotations d’axe D. Démontrer que
Q@ est de révolution si et seulement si le polynome caractéristique de la matrice de ¢ admet une
racine double.

12 Géométrie affine en dimension finie

12.1 Espaces affines, sous-espaces affines

Soit K un corps. Un espace affine est un espace vectoriel dont on aurait perdu le vecteur nul...

Rappelons pour commencer quelques définitions sur les actions de groupes.

12.1 Définition. Soient G un groupe et X un G-espace, i.e. un ensemble muni d’'une action ou

opération de G. Notons e ’élément neutre de G.

e On dit que 'action est libre ou que X est un G-espace principal si pour tout z € X et g € G, on a
gr=1x < g=ce;

e on dit que l'action est transitive si pour tout (z,y) € X?, il existe g € G tel que gz = y. Si X # 0
on dit aussi que X est un G-espace homogene.

L’application (g, z) — (gz,z) de G x X dans X x X est injective si et seulement si I’action est libre et
surjective si et seulement si 'action est transitive.

12.2 Définitions et conventions.

Espace affine. Un espace affine est un ensergl)ﬂe non vide £/ muni d’une action libre et transitive d'un
espace vectoriel F. L’espace vectoriel E s’appelle I'espace vectoriel associé a E, ou la direction
de E. On dit que E est de dimension finie si E est de dimension finie et on pose dim E = dim E.
Une droite (resp. un plan) affine est un espace affine de dimension 1 (resp. 2).

Translations. L’action d’un vecteur @ € E sur un point A de E se note A+ ou Tz(A). L’application
Tz s’appelle la translation de vecteur w. On a bien str T; o T = Tz 5.

— — —

Notation AB. Si A, B € E, 'unique élément @ de E tel que A+ @ = B se note AB.
— — —_— — =
Relation de Chasles. Pour A, B,C' € E,ona AB+ BC' = AC, AA= 0.

— — — —
Parallélogramme. Pour A, B,C, D, on a AB = DC si et seulement si AD = BC'. On dit alors que
A, B,C, D est un parallélogramme.

— —
Sous-espace affine. Soit E un espace affine; notons E sa direction. Soit F' un sous-espace vectoriel
— — —
de E. On appelle sous-espace affine de direction F' une orbite de I'action de F' dans E'; ¢’est alors
H
un espace affine de direction F'. Un hyperplan affine est un sous-espace affine de co-dimension 1.

Il est d’usage de considérer que [’ensemble vide n’est pas un espace affine, mais que c’est un sous-
espace affine dont tout sous-espace vectoriel est une direction. Avec cette convention, I'intersection
d’une famille quelconque (F;);e; de sous-espaces affines de E est un sous-espace affine de direction

OF.

el
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Sous-espace affine engendré. Soit £ un espace affine et P une partie de E. Il existe un plus petit
sous-espace affine de F contenant P ('intersection de tous les sous-espaces affines de E contenant

P).
Parallélisme. Deux sous-espaces affines ayant méme direction sont dits paralléles. On dit encore qu'un

sous-espace affine F' est parallele a un sous-espace affine G si la direction de F' est contenue dans
celle de G.

12.2 Applications affines

12.3 Définition. Soient E et F' des espaces affines. Une application f : F — F est dite affine s’il
- —

S5 = — _—
existe une application linéaire f : E — F telle que, pour tout A, B € E on ait f(A)f(B) = f(AB).
On dit que f est U'application linéaire associée a f.

12.4 Proposition. Soient E et F' des espaces affines et f : E — F une application. Pour A € E,
notons pa Uapplication @4 : i — f(A)f(A+ ). On équivalence entre :

(i) 1l existe A € E tel que Uapplication @4 soit linéaire ;

(ii) pour tout A € E lapplication @4 soit linéaire ;

(iii) lapplication [ est affine - et dans ce cas, on a p4 = fpour tout A € F.

L’image (resp. I'image réciproque) d’un sous-espace affine de E (resp. de F') par une application affine
f: E — F est un sous-espace affine de F' (resp. de F).

Soit f : E — E une application affine. Les points fizes de f sont les A € FE tels que f(A) = A.
L’ensemble des points fixes de f est un sous-espace affine de E. S’il n’est pas vide, sa direction est

—

ker(f —id).

Une composée d’applications affines est affine ; la réciproque d’une application affine bijective est affine.

ﬁ
12.5 Exemples. Soit E un espace affine. Soient F' un sous-espace affine non vide de E et G un
sous-espace supplémentaire de F'.

— =
Projecteurs. Pour M € F il existe un unique point P € F' tel que PM € G. L’application f : M — P
é

ainsi construite est affine. On ’appelle le projecteur sur F' parallelement a G. On a fo f = f.
Inversement, toute application affine idempotente est de cette forme.

Symétries. Soit M € E; notons P le projeté de M sur F' parallelement a C? . Posons M' = P + MP.
L’application g : _]\}4 — M’ ainsi construite est affine. On lappelle la symétrie par rapport a F
parallelement a G'. On a g o g = idg. Inversement, (si la caractéristique de K n’est pas 2) toute
application affine involutive est de cette forme.

Question. Que se passe-t-il en caractéristique 27

12.3 Barycentres

Soit E un espace affine. Un point pondéré est un couple (A4, \) € E x K.

12.6 Proposition. Soient (A;, \;)icr une famille finie de points pondérés.
a) Si Z A =0, le vecteur Z ANMA; ne dépend pas de M. On le note Z NiA;
iel iel iel
b) On suppose que Z Ai #0. Pour G € E, les conditions suivantes sont équivalentes :

icl
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(i) On a Z)\ié;l_;: 0.

i€l
(i) Il existe M € E tel que Z)\iMAi = <Z )\Z)]\J—G)
iel icl
(iii) Pour tout M € E on a Z)\iMAi = (Z)‘Z> ]\/[—G>
i€l icl

Il existe un unique point G de E vérifiant ces conditions.

12.7 Définition. Le point G défini dans la proposition précédente s’appelle le barycentre des < points
pondérés > ((A1, M), ..., (An, An)).

Lorsque A\; = ... = \,, on dit que M est U'isobarycentre de (Ay, ..., A,).
12.8 Propriétés des barycentres. Soient ((A1, \1),..., (A, A\n)) des points pondérés. On suppose
que Z Ai # 0. Notons G le barycentre de ((A1, A1), ..., (An, A\n)).

i=1
Homogénéité. Pour A € K™, le barycentre de ((Ay1, A1), ..., (An, A\,)) est encore G. On peut ainsi

n

se ramener au cas ol Z)\i = 1. Dans ce cas, le barycentre de ((Ay, A\1),...,(An, An)) se note
i=1
> XA
i=1
Commutativité des barycentres. Pour toute permutation o de {1,...,n}, G est le barycentre de

((As1), Ao)s - -+ (Aon)s Ao(1)))-
Associativité des barycentres. Soit k£ un entier compris entre 1 et n — 1. Posons p = Z A, et
i=k+1
supposons que p # 0. Notons Gy, le barycentre de ((Agi1, Akt1), - - - (An, Ap)). Alors le barycentre
de ((Ala )\1)7 SRR (Aka )\k)7 (GIWM)) est G.

12.9 Proposition. a) Une partie d’un espace affine est un sous-espace affine si et seulement si elle
est stable par barycentres.

b) Une application entre espaces affines est affine si et seulement si elle respecte les barycentres.

Soit E un espace affine. Une partie I’ de E est dite stable par barycentres si pour tous Aq,..., A, € F
et A\1,..., A\, € K tels que Z i # 0, le barycentre de ((A1, \1), ..., (A, A\n)) appartient a F'.

i=1
Soient F, F' des espaces affines et f : E — F une application. On dit que f respecte les barycentres
si pour tous Aq,..., A, € Eet A\j,...,\, € K tels que Z/\i # 0, 'image par f du barycentre de

=1

((A1, A1), .-, (An, Ap)) est le barycentre de ((f(A1), A1), .-+, (f(An), An)).

12.10 Corollaire. Le sous-espace affine engendré par une partie d’un espace affine est [’ensemble des
barycentres de points de cette partie.

Tout ce qui concerne les barycentres devient < évident > si on suppose que E est un espace vectoriel,

1.e. si on choisit une origine. Reste que ce choix n’est pas < canonique ». On peut par contre toujours
ﬁ
considérer FF comme sous-espace affine d’un espace vectoriel H. Dans ce cas, G est le barycentre
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de (A1, A1), ..., (Ap, Ay)) si (Z)"> G = Z)\iAi (dans P?) - et lorsque Z)‘i = 1, on a bien

iel iel iel
D> XA =G.
1€l
12.11 Proposition. Soit E un espace affine.
a) Il existe un espace vectoriel ﬁ), et une application affine injective p : £ — H telle que 0 Z p(E).

H
Quitte a remplacer H par le sous-espace engendré par o(E), on peut supposer que o(E) engendre

I—?, ce que ['on suppose dans la suite.
b) Il existe une unique forme linéaire f : H — K telle que p(E) ={z € ]7); f(z) =1},
On a alors une identification canonique de E avec ker f, qui envoie AB sur o(B) — p(A).

c) Sion se donne (Hq, f1,¢1) et (Ha, fa, p2) il existe un unique isomorphisme u : Hy — Hq tel que
fi=Jfaou et p2=wuop.

12.4 Reperes

12.4.1 Repere cartésien

12.12 Définition. On appelle repére cartésien de E un (n—+ 1)-uplet (O, €y, ..., ¢€,) ou O est un point
ﬁ
de F et (€1,...,€,) une base de E.

Coordonnées cartésiennes. Lorsqu'on a fixé un repere cartésien (O, €, ..., ¢é,) d'un espace affine
—

E, on peut repérer un point M par ses coordonnées cartésiennes, i.e. les composantes du vecteur O M
dans la base (€1, ..., &,). En d’autres termes un repére cartésien nous donne un isomorphisme d’espaces
affines de K" sur F.

Changement de repére. Un changement de repere est donné par un changement d’origine (i.e. les
coordonnées de la nouvelle origine dans I’ancien repére) et un changement de base (i.e. une matrice de
passage).

H
Un repere cartésien sur F fixe, une base de 'espace vectoriel E, donc, d’apres si K =R:

e Une orientation :
e Une notion de volume, i.e. une mesure de Lebesgue.

Une transformation affine f de E

e préserve 'orientation si 'application linéaire tangente f a un déterminant positif, sinon elle la ren-
verse ;

e multiplie les volumes par | det f].

12.4.2 Repere affine

Equivalents affines de parties libres et génératrices : On a déja vu I’équivalent des parties
génératrices : une partie est (affinement) génératrice si le plus petit sous-espace affine qui la contient
est E. Des points (Ay,...,A,) sont dits affinement indépendants si pour tout (Ay,...,\,) € K" les

égalités Z A =0et Z NA; = 6) impliquent \; =... =\, =0.
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12.13 Définition. Un repéere affine ou repere barycentrique est une famille affinement indépendante
et génératrice de points de F.

Soit (Ap, Ay,...,A,) une famille de points de E. Cette famille est un repere affine si et seulement si
— —
la famille (Ag, AgA1, ..., AgA,) est un repere cartésien, i.e. si la famille (AgA;, ..., AgA,) est une base
ﬁ
de E.

Soit (Ag, A1, ..., A,) un repeére barycentrique de E. Pour tout point M de E il existe (Ao, A1, ..., \,) €
K" tels que Z Ai # 0 et M soit le barycentre de ((Aog, Ao), (A1, A1), ..., (An, A\n)). Le (n + 1)-uplet

i=0
(Ao, A1, ..., Ay) est unique & multiplication par un scalaire non nul pres; il s’appelle un systéme de
coordonnées barycentriques de M dans le repere (Ag, Ay,..., A,).

Réflexion. Qu’est-ce qu'un < repere > 7 On veut que :
a) une application affine soit déterminée par ses valeurs dans le repere ;
b) < toutes les valeurs > soient possibles.

En particulier :
a) Une application affine qui fixe un repere est I'identité;

b) étant donnés deux reperes, il y a une (unique) application affine qui passe de 'un a l'autre.

12.5 Convexité

Soit E un espace affine réel (ou complexe). Rappelons la définition suivante.

12.14 Définition. Soit £ un espace affine. Une partie C' de F est dite conveze si pour tous Ay, ..., A, €
F et ty,...,t, € Ry non tous nuls, le barycentre de ((A1,t1), ..., (A, t,)) appartient a C'.

12.15 Proposition. Soit C une partie de E. La partie C est convexe dans E si et seulement si, pour
tout A,B € C et toutt € [0,1], on a (1 —t)A+tB € C.

Démonstration. Supposons que pour tout A, B € C et tout ¢t € [0,1], on ait (1 —t)A+tB e C.

Nous devons démontrer que pour tout n 6 N, pour toute sulte Ay, ..., A, d’éléments de C et toute

suite tq,...,t, d’éléments de R, tels que Zt 1, on a Z t;A; € C.
i=1 i=1
Montrons cela par récurrence sur n. Cette propriété est vraie pour n = 1 (et n = 2). Si elle est
n+1
vraie pour n > 1, soient Ay, ..., Ay, A,1 des points de C et ty,...,t,,t,01 € Ry tels que Zti =1.
i=1

n+1
Montrons que Zt A; € C'; posons t = Zt =1—t,.1 et soient s1,...,s, € R, tels que Zsi =1
=1 =1 =1

et s;t = t;. Par I'hypothese de récurrence, on a B = E s;A; € C'; par le cas n = 2, on a aussi
i=1
n+1

> tiAi=tB+(1—t)A € C.
La réciproque est immédiate. ]

Regroupons ci-dessous un certain nombre d’énoncés concernant la convexité.
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Quelques propriétés de la convexité

a) Les parties convexes de 'espace R sont les intervalles.

Soit K un espace affine.
b) Tout sous-espace affine de F est convexe (dans E).

¢) Une intersection de parties convexes de E est convexe. En particulier, si A est une partie quel-
conque de FE, l'intersection de toutes les parties convexes de I contenant A est le plus petit
convexe de E contenant A ; cette partie s’appelle I’enveloppe convexre de A.

d) Soit F' un espace affine. L’image d’une partie convexe de E par une application affine F — F' est
convexe dans F'.

De méme, I'image réciproque d’une partie convexe de F' par une application affine £ — F' est
convexe dans F.

12.16 Définition. Soient E un espace affine réel et C' une partie convexe de E. Une application
f: C — R est dite conveze si son surgraphe {(z,u) € E X R; f(x) < u} est une partie convexe de
E x R.

12.17 Proposition. Soient E un espace affine réel, C' une partie convere de E et f : C — R une
application. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Uapplication f est conveze ;

(i) pour tout z,y € C et tout t € [0,1], on a f(tz+ (1 —t)y) < tf(z)+ (1 —1t)f(y);

(iii) pour tout n € N, pour toute suite xy,...,x, d’éléments de C et toute suite ti,...,t, d’éléments

de R, tels que Zti =1, o0na f(th,) < thf(xl)
i=1 i=1 i=1

Démonstration. Le cas n = 2 dans (iii) est (ii) ; donc (iii)=-(ii).
Notons Sy le surgraphe de f.

Montrons que (ii)=-(i). Soient (x,u) et (y,v) des éléments de Sy et t € [0,1]; si (ii) est satisfaite, on a
fltz+(1=t)y) <tf(z)+(1—1t)f(y) < tu+ (1—t)v puisque (z,u) et (y,v) sont dans Sy ; cela montre
que t(z,u) + (1 —t)(y,v) € Sy; donc Sy est convexe d’apres la prop. [12.15

Enfin, soient n € N, 21, ..., z, une suite d’éléments de C' et 11, ..., t,, une suite d’éléments de R tels que
n n

Zt" = 1. Pour tout ¢ € {1,...,n},on a (xi, f(xz)) € Sy si Sy est convexe, on a Zti(xi, f(:vz)) e Sy,

i=1 1=1

d’out 'on déduit I'assertion (i)=-(iii). O

Soit E un espace affine réel.
e Une application affine f : F — R est convexe (on a alors égalité dans la condition (ii) de la prop.

12.17)).
e La somme de deux fonctions convexes est convexe.

12.6 Exercices

12.6.1. Soient F un espace affine de dimension finie et f une application affine de F dans E. Démontrer
que si 1 n’est pas valeur propre de f, alors f admet un unique point fixe.

12.6.2. Soient F, G des sous-espaces affines d_e) B, é un _}))oint de F' et B un point de G. Démontrer que
I'on a FNG # ) si et seulement si AB € F + G.
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12.6.3.

12.6.4.

12.6.5.

12.6.6.

12.6.7.

12.6.8.

12.6.9.

12.6.10.

Soit F/ un espace affine euclidien. Soient Ay,..., A, des points de E et \,..., A\, € R. Pour
M € E on pose p(M) = Z il A; M |2, Quels sont les extrema locaux de ¢ ?

i=1
Soit C' une partie convexe de F et f : C — R une application convexe. Soit a € R. Démontrer
que les ensembles {M € E; f(M) <a}et {M € E; f(M) < a} sont des parties convexes de E.

Soit C' une partie convexe d'un espace affine réel E. Soit A € C' et ¢ : E — R une application
affine. Démontrer que si ¢ considérée comme fonction de C' — R admet un minimum local en A
alors £ admet un minimum global en A.

Soit E un espace affine. Donnons-nous une norme || || sur E
a) Démontrer que pour tout A € E, l'application f : M — ||W || est convexe.
b) Soient A € E et r € RY. Démontrer que la boule ouverte B(A,r) = {M € E; ||W|| <r}
et la boule fermée B(A,r) = {M € FE; HWH < r} sont convexes.

c¢) Soit C' une partie convexe de E. Démontrer que l'intérieur et 'adhérence de C sont des
parties convexes de E.

Soient E un espace vectoriel et N : £ — R, une application telle que :
a) pour tout z € F non nul, on a N(z) # 0;
b) pour tout x € E et tout A € R, on a N(Az) = |\|N(z);
c) Papplication N est convexe.

Démontrer que N est une norme.

Soient E et F' des espaces affines et C' une partie convexe de F'. Soient f : E' — F une application
affine et ¢ : C — R une application convexe. Démontrer que 'application = +— g( f (x)) de
I'ensemble convexe f~'(C) dans R est convexe.

Soient E un espace affine, C' une partie convexe de E et (f,) une suite de fonctions convexes

fn : € — R. On suppose que pour tout x € C, la suite ( fn(x)) converge vers un nombre réel

f(x). Démontrer que f est convexe.

Soient I un ensemble non vide, (C;);c; une famille de parties convexes de E et (f;);c; une famille

d’applications convexes f; : C; — R. Pour x € ﬂCi, posons g(z) = sup{fi(z); i € I} (cette

iel

borne supérieure est prise dans R). Démontrer que I'ensemble C' = {z € ﬂ Ci;9(z) < 400} est
iel

convexe dans E et que I'application f qui a z € C associe g(x) est convexe.
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Décomposition de Gauss,
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Direction, [67]
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Espace propre, [40]
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Exrtrémum,
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Forme

bilinéaire,
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linéaire,
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Formule
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(méthode de),

Groupe linéaire,
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(d’anneaux), [7]

Hyperplan,
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principal, (affine),
Identité de polarisation,

Identité de Taylor, Qua\drique,

Image, 21] a centre,

Inégalité de Cauchy-Schwarz, non dégénérée,

Indicatrice d’Euler, propre, [65]

Irréductible, Racine

[somorphisme, multiple,

Isotro;A)e Racine d’un polynome,
(cone), -

(vecteur), d’une application linéaire,
Matrice, [24] d’une famille de vecteurs,

d’une forme quadratique,

échelonnée (ou a pivots), 43 -
( ) B d’une matrice,

compagnon, (7]

d’une forme bilinéaire, Rela\tlon de Chasles,
d’une forme quadratique, Repere
extraite, [30] affine, '

Matrices barycentrique,

équivalentes, cartésien, [70)

semblables,
Méthode de Gauss,
Morphisme d’anneaux, [7]

Scindé (polynome),
Somme (de sous-espaces vectoriels),
Sous-corps premier,

Normal (endomorphisme), Sous—espac,e‘ '
Normale (matrice), caracteristique,
Noyau, [21] Sous-espace affine,

Sous-espace vectoriel,

d’une forme quadratique,
engendré,

Ordre d’une racine, Sous-espaces vectoriels
Orientation, [0} [70] en somme directe,
Orthogonal supplémentaires,
(endomorphisme), Stable (sous-espace),
d’une partie, Symétrie
Orthogonalité, (affine),
Orthogonaux (vecteurs), Symétrique (endomorphisme),
Orthonormale (base), Systeme de Cramer,
Orthonormalisation de Gram-Schmidt,
Théoreme
Parallélisme, d’inertie de Sylvester,
PGCD, 2 [§ de Bézout, [4]
Pivot (de Gauss), de Cayley-Hamilton, [49)
Polynéme de d’Alembert-Gauss,
annulateur, de décomposition des noyaux,
caractéristique, de Fermat,
d’interpolation de Lagrange, de Gauss,
minimal, [49) de Wilson, []
scindé, des restes Chinois,
PPCM, 2 [§| du rang,
Produit d’espaces vectoriels, Trace, [3]]
Projecteur Translation,
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Transposée
d’une application linéaire,
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Volume,
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