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1. STRUCTURES ALGEBRIQUES

1 Structures algébriques

1.

2.

3.

4.

5.

a) Montrer que la loi de composition Z xZ > Z est commutative.
(z,y) = zoy=x+y—my
Montrer que cette loi o possede un élément neutre.
Déterminer aussi les éléments inversibles.

b) Mémes questions si I’'on remplace Z par Q.

Dans les ensembles de nombres usuels, on connait les lois : addition, soustraction, multipli-
cation, division, exponentiation : reconnaitre les lois non commutatives, non associatives.
Soit A = {a,b, ¢} un ensemble & trois éléments. On définit sur A les 2 lois + et x selon les
tableaux suivants

+ X

/x

a

4

a

SRS ESE RS
ISEReNES RS
Sl ESHEeN e
SEESEESERS
ol
SalEe RSN et

a) Montrer que ces deux lois sont commutatives. Comment cette propriété se lit-elle sur
ces 2 tables ?

b) Montrer que (A, +, x) est un corps dont on précisera les éléments neutres (celui de +
et celui de x). On précisera au passage (lorsqu’ils existent) les opposés (i.e. les inverses
pour la loi +) et inverses (i.e. les inverses pour la loi x) des éléments a, b, c de A.

Montrer que K = {a + bv/2 / (a,b) € Q?} est un corps : on montrera en particulier :

a) la somme de deux éléments de K est dans K.

b) le produit de deux éléments de K est dans K.

¢) tout élément non nul de K admet un inverse (symétrique pour le produit) qui est dans
K.

Soit A un anneau unitaire. On suppose que Vz € 4, z* = x.
a) Montrer que Vx € A,z + 2 = 0.
b) Montrer que A est commutatif.
¢) Montrer que le seul élément inversible de A est 1.

2 Polyn6mes

1.

Faire la division euclidienne de P = X3 + 3X? + 2X — 1 par @ = X? — X — 1 puis celle de
Q par P.

Effectuer les divisions euclidiennes de 3X° +4X? + 1 par X2 42X +3,3X° +2X* - X? +1
par X3 + X +2, X* — X? 4+ X — 2 par X? — 2X +4.

. Fairela divisionde X"+ X"~ ! +1par X2+ X +1 pourn = 2,3,4,5, 6. On pourra également

étudier le cas général. n est un entier quelconque).

Trouver le parametre réel m tel que le polyndme P = X¢ — mX* + (m? 4+ 4)X? — 2 donne le
reste R = 5 lors de la division par Q@ = X — 1.

Exprimer le reste de la division euclidienne d’un polyndme P par le polynéme (X — a)? en
utilisant la formule de Taylor.

Montrer que le reste R de la division d'un polyndéme P € R[X] par (X —a)(X —b) (olta # b)

est
(X —a)P(b) — (X —b)P(a)

b—a

On commencera par s'intéresser au degré de ce reste.

R:




2. POLYNOMES

10.
11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Si n est pair, montrer que Q = X + 1 divise P, = (X — 1)" — (X + 3)", mais que P,, n’est
pas divisible par T' = (X + 1)2.

Trouver tous les polyndmes qui satisfont (X + 3)P(X) = X P(X + 1) (on pourra utiliser les
racines éventuelles de P).

Pour quelles valeurs de n le polynome (X + 1)" — X" — 1 est-il divisible par X2 + X + 1?
Montrer que (X — 1)? divise nX" ™! — (n + 1) X" + 1. Trouver le quotient.

A quelle condition les polyndmes suivants ont-ils une racine multiple ?
P(X)=aX?+bX +¢, Q(X)=X>+pX+q

Dans le second cas, retrouver le résultat en étudiant la fonction.

Donner la factorisation dans R et dans C des polynémes suivants :
P (X)=X"+1, n=3,4,6, QIX)=X%4+X"+1

Montrer que P =1+ 2 + )g—,z +o+ X—, a n racines distinctes en C.

n

Montrer que P € R[X] donné par P = 36X*+12X°%—11X2—-2X +1 a deux racines doubles,
et les trouver.

Décomposer en produit de polyndmes irreductibles de R[X] le polyndme P = X°" —
2cosaX™ + 1.

Calculer, a I’aide de l'algorithme d’Euclide, le p.g.c.d. des polynémes
P=X°>—-X*4+2X3-2X242X -1 e Q=X°—-X*42X%2_-2X2-2X+1.

Lemme de Gauss Soient P = X3 + 1 et @ = X? 4 1. Montrer qu’ils sont premiers entre eux
et trouver deux polynémes U et V tels que :

PU+QV =1

Meéme question avec P = X% +1etQ = X2 + 1.

On se donne trois polyndmes A, B et C' tel que :
A divise B et ANB =1

Montrer que A divise C. On pourra utiliser le théoréme de Bezout.

Soit A et B deux polyndmes premiers entre eux. On sait qu’il existe Uy et Vj tels que AUy +
BV, = 1. Trouver toutes les solutions de AU + BV = 1. Montrer qu’il en existe une telle que
degU < deg B et deg V' < deg A.

Chercher un polynéme P de degré 7 au plus tel que le polynome P + 1 soit divisible par
(X — 1) et le polyndme P — 1 soit divisible par (X + 1)%. On porra utiliser le polyndme
dérivé.

Trouver ensuite les polyndmes U et V' (de degré 3 au plus) tels que :

(X+DU+(X -1V =1
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3 Sujets complémentaires

1. Chercher le pged de X?* — 1 et de X'® — 1. On pourra utiliser I'algorithme d’Euclide.
2. Fonctions symétriques, Sommes de Newton

a) Soit P(X) = a3 X>®+ a2 X? + a1 X! + a¢ un polyndme de C[X]. On suppose qu’il a trois
racines «, § . On note oy, 03 et o3 les expressions

or=a+f+y
oy =af + By +ya
o3 = afy

Montrer qu’on peut exprimer ces trois nombres a 'aide des coefficients du polyndme :
on pensera a une factorisation.

b) Application : trouver les racines du polyndme P = X3 + 5X? — 8 X — 48 sachant qu'’il
admet deux racines distinctes dont la somme est égale a —1.

¢) Avec les mémes notations, calculer en fonction de o1, 02, 03 les sommes de Newton

Sy =0+ %+
532043"‘!‘63“!‘73
S4:a4+ﬁ4+'74

d) Généraliser.
3. Polynomes de Legendre On définit des polynoémes par :
d’ﬂ

La(X) = 2 (X* = 1)"

a) Calculer les premiers polynémes. Donner le degré de L,, et son terme dominant.
b) Montrer que L,, a toutes ses racines simples et dans l'intervalle | — 1, 1].
c) Calculer L, (1) et L,,(—1)
Ces polynomes s’appellent les polynémes de Legendre.
4. Polynémes de Bernoulli

a) Si P et @) sont deux polynomes tels que P(X) — P(X — 1) = Q(X), quelle relation lie
les degrés de P etde Q?

b) On note B, un polyndéme tel que :
B,(0) =0 et By(X)—-By(X-1)=X?
Calculer explicitement B, pour p = 0,1, 2, 3 : on constatera qu’il y a une seule solution.

On admettra que c’est vrai pour toute valeur de p.

¢) Montrer que
— B, est divisible par X 4+ 1 pourp > 1.
- B,(X) =pB,-1(X) + B,(0)
- Bp(n) =17 +2P 4+ ... +n?
d) Calculer f4, f5 et les factoriser au maximum.
5. Polynémes d’Euler

a) Démontrer qu’il existe un seul polynéme P, tel que :

Expliciter les premiers.



3. SUJETS COMPLEMENTAIRES

b) Former une relation entre P), et P,_1.

¢) Exprimer P, (X + 1) en fonction de Py, Py, ..., P, et en déduire une relation de récur-
rence donnant P, en fonction de Py, P, ..., P,_1.

d) Démontrer que :
Pp(1=X) = (=1)"Pu(X)
Interprétation ?

6. Soit I'équation 2% + 2 — 2 = 0. On pose z = u + v. Trouver une condition que doivent
satisfaire u et v de sorte que 1’équation se réduise a : u® + v® = 2. Résoudre alors I'équation
et en déduire :

V= {/2vT+3v3- /27— 3V3



4. ESPACES VECTORIELS

4 Espaces vectoriels

4.1 Généralités, sous-espaces vectoriels

1. Soit E = {(x,y) € R? |z > Oety > 0. Vérifier que E est stable pour I'addition. Pourquoi
n’est-pas un R-espace vectoriel ?

2. Décider lesquels des ensembles suivants sont des espaces vectoriels :

A = {(z,y,2) € R3|x+4z—y—0}

B {(z,y,2) €R® | 2° + 42> —y =0}

C {(z,y,2) e R® | 2° — 32> —y* =0}

D {(z,y, )€R3|xy+4z:o}

E {(z,y,2) ER® | 2+42=0 ou z+y+2z=0}
F = {(zy, )€R3|x+4z:o et z+y+z=0}

3. Décider lesquels des ensembles suivants sont des espaces vectoriels :

{feC*R [ [ +2f=0}

= {/+R=R|[(0)=0}
{f+R—~R| f(0) =3}

= {feclatl®)| [} fz)de =0}
= {P eR[X] | degrP > 3}
{P e R[X] | P’ divise P}

R G o~ TR
I

4. Dans l'espace vectoriel E des suites réelles, les ensembles suivant sont-ils des sous-espaces
vectoriels :

a) l'ensemble des suites stationnaires

b) des suites convergentes.

¢) des suites croissantes.

d) des suites géométriques.

e) des suites ayant un nombre infini de termes non nuls.

5. Soit E I'espace vectoriels des suites réelles. Montrer que 1’ensemble des suites géométriques
de raison 2 forme un sous-espace vectoriel, mais que I'ensemble des suites géométriques
n’est pas un sous-espace vectoriel.

6. Soit E 1'espace vectoriel R[X] des polyndmes. Montrer que &7 'ensemble des polyndmes
pairs (=tous les exposants sont pairs) est un sous-espace vectoriel de . Montrer qu’il en va
de méme pour I'ensemble .# des polynomes impairs (si 1'on convient que le polynéme nul
en fait partie.

7. Soit E un espaces vectoriels et soient F, G deux sous-espaces vectoriels de F. Montrer que :
a) FNGestuns.ev.de E.
b) FUG ests.e.v.de E sietseulementsi F C GouG C F.

8. Soit E un R-espace vectoriel. Montrer que I/ X E peut étre muni d'une structure de C-ev

par:
(a+ib).(z,y) = (az — by, ay + bz)

I’addition étant la méme.



4. ESPACES VECTORIELS

4.2

1.

4.3

Systémes de vecteurs

Soit
Uy = (2,3), U = (71,4), Uz = (5,3)

trois vecteurs de R?. Montrer qu'ils forment un systeme lié et préciser une relation de liaison.

. Soient
1 2 3
Uy = -1 Ug = 5 us = 0
4 -1 —4

trois vecteurs de M3, 1(R ou de R3. Rechercher s'ils forment un systeme libre ou lié.

. Soient

(_17 O’ 07 1)7 (2’ 17 170)7 (1’ 17 17 1)7 (17 2737 4) et (O’ 17 273)

cinq vecteurs de R*. Forment-ils un systéme libre ? Trouver un sous-ensemble libre, ayant le
plus grand nombre possible d’éléments.

. Une famille de trois vecteurs contient des vecteurs deux a deux libres. Est-elle libre ?
. L'intersection de deux familles liées est-elle liée ? La réunion de deux familles libres est-elle

libre ?

. On suppose que =,y et z sont trois vecteurs indépendants. Etudier 'indépendance de a =

x+y,b=1y+ zetc=z+ x. Généraliser.

. Démontrer que toute suite de polyndmes de degrés distincts est une famille libre. On dit

que c’est une famille échelonnée.

. Est-ce que {a, b, c} est libre si et seulement si vect(a, b) N vect(a, c) = vect(a)?
. Dans 'espace vectoriel des fonctions de R dans R, montrer que les trois fonctions f; : z —

sinz, fo: x> cosx et f3: 2+ sin(x + 1) forment un systeme lié. On précisera une relation
de liaison.

Bases, dimension finie

. Dans R?, F est défini par :

F ={z = (z1,22,23) | 1 — 229 + 23 = 0}

Apres avoir vérifié que c’est un s.e.v. de £, en donner une base.

. Dans R?, on consideére

1 3
F = vect 2 1,1 -1
-3 5

Vérifier que I est de dimension 2. En donner deux bases n’ayant aucun vecteur en commun.

. Soit E = R,,[X] l'espace vectoriel des fonctions polyndmes. Préciser sa dimension et en

donner une base. Montrer que les polyndémes
HX)=1H(X)=X,Hy(X) = X(X~-1),H3(X) = X(X-1)(X-2),..., Hy(X) = X(X-1)
forment également une base de E. Est-ce que les polyndémes

B(X) = (X = k)"

pour k = 0..n en forment une base ?

. Déterminer une base de I'espace vectoriel des matrices diagonales, des matrices symétriques,

des matrices antisymétriques de M,,(K'). On pourra utiliser les matrices E;; de la base ca-
nonique, et on précisera les dimensions.

(X —nt1)



4. ESPACES VECTORIELS

Soient E et F' deux K-e.v. Montrer que le produit cartésien £ x F' est «naturellement» un
espace vectoriel. Quelle est sa dimension, lorsque E et F' sont de dimension finie ?

4.4 Sommes de sous-espaces, exercices supplémentaires

1.

10.

11.

Montrer que (eq, ez, e3) forme un systeme libre de E si et seulement si la somme vect(e;) +
vect(ez) + vect(es) est directe.

Montrer que si F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E, alors
FCG = F+G=G

Montrer que le sous-ensemble des fonctions R — R paires et le sous-ensemble des fonctions
impaires sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires.

. Polynémes de Lagrange

Soient aq,a; et ag trois réels distincts. Montrer qu’il existe trois polynémes P;, P, et P3 de
degré inférieur ou égal a deux tels que :

Pi(a;) = &7

K3

ot1 §7 est le symbole de Kronecker, qui vaut 0 si i # j et 1sii = j. Montrer que les trois
polynémes obtenus forment alors une base de R, [X].

Si P est un polyndme quelconque de R [X], comment s’interpretent les coordonnées de
P dans cette base ? Généraliser. Utiliser cet exercice pour écrire une condition sur les coor-
données de quatre points pour qu’il existe une parabole d’axe vertical ou une droite qui les
contienne.

Montrer que si £, F, G sont des s.e.v. d'un méme e.v,,
EN(F+GNE)=(ENF)+(ENG)

Soient F, G, H trois sous-espaces vectoriels de E, dont les intersections deux a deux sont
réduites a {0} ; sont-ils supplémentaires ?
On considere

E={f:[-a,a) = R/ f estde classe C'}

otl a est un réel fixé et F les sous-ensemble des fonctions f telles que :
JAVz € [—a,a] |f(z)] < Alx]

Montrer que F est un sous-espace vectoriel. En donner un sous-espace supplémentaire.
On considere E,, = {u € RN/ wyq0 = aupy1 +bu, Vn € N}

Montrer que c’est un espace vectoriel de dimension 2. En donner une base dans les particu-
liers suivants:a =2, b=-1; a=1,b=1; a=0,b=1

Soit L un sous-ensemble de R qui est un corps. Montrer que c’est un espace vectoriel sur Q.
Vérifier que c’est le cas par exemple lorsque

L={a+bV2]a,beQ}.

Peut-on remplacer V27 Et par V3ou v/27?

E = C°%R,R).Sir estunréel, onpose: f.(x) = |z —r|.

— Démontrer que la famille{f,/r € R} est une famille libre.

— Démontrer de méme que la famille {g;(z) = (sinz)* / k € N} est aussi une famille libre.
Soit E 'espace vectoriel des fonctions affines sur [a, b]. Montrer que z — = —a etz — b —x
en constituent une base.
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5 Applications linéaires et matrices

5.1 Généralités sur les applications linéaires

1. Décider si les applications suivantes sont linéaires :
a) u:R3 = R3tq.u(a,b,c) = (a+bb+c,c+a);
b) u:R* - R*tq.u(a,b,c) = (a—2b+c,b—c,b+c,a);
c) u:R3— R3tq.u(a,b,c) = (a,a+b,bc);
d) u:C%[a,b],R) = Rtq. u(f) = [ f(t)dt.
2. Soit E = R[X] On définit une application « : E — E. Dire si elle est linéaire :

a) u(P)(X) = P'(X)

b) u(P)(X) = P'(X) — P(2X)
o) u(P) = P(0) + P(1)

d) u(P)(X) = P(-X)

e) u(P)(X) = P(X)P'(X)

f) u(P)(X) = P(X?)

g) siP(X)=ao+a X+ - +a, X" alorsu(P)(X)=ao+ a1+ - +a,

Si on pose E = R, [X], espace vectoriel des polyndomes de degré inférieur ou égal a n,
lesquelles des applications précédentes sont des endomorphismes ?

3. Soit E = M,,(K). A toute matrice A = (a;j de E, on associe f(A) = (a11,a22,...,ann) € K™
Montrer que c’est une application linéaire. Cette application est-elle injective ? Surjective ?
(on prendra n > 2).

4. Soit I/ I'espace vectoriel des fonctions définies sur R & valeurs dans R. On considere 1’appli-
cation ¢ quia f : x — f(x) associe z — f(—x). Montrer que c’est une application linéaire.
Quelles sont les fonctions telles que ®(f) = f?

5. Soient p et ¢ deux projecteurs tels que

pog=gqop et Ker(p) = Ker(q)

Montrer que p = g.

5.2 Matrice d’une application linéaire
1. Soit g I'application linéaire de R? dans lui-méme définie par
9(w1,72) = (21 — 22, —271 + 222)

a) Déterminer la matrice de g par rapport a la base canonique # = (e1, e2) et calculer les
images des vecteurs (1,1), (2,3), (—1,4), (v/2,v3). Que remarque-t-on ?
b) Chercher tous les vecteurs de R? dont I'image est nulle.

2. Soit f I'application linéaire de R¥ dans lui-méme définie par :
f(x1,m2,23) = (221 — 32, 11 + 23, —21.22 + 43)

a) Ecrire la matrice de f dans la base canonique # = (e, ez, €3).
b) Déterminer I'image de la droite vect(e; + ez + e3) par 'application linéaire f.

¢) Déterminer 1'image réciproque de la droite vect(2e; — es).
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d) Déterminer I'image du sous-epace de R? défini par
P ={z = (x1,22,23) | 221 + 29 — 23 = 0}

3. Soit £ un espace vectoriel de dimension 2 et de base B = (e, e2); on appelle f 'endomor-
phisme dont la matrice dans la base B est

1 2
=(43)
Ecrire la matrice de f dans les bases suivantes : B/ = (e1+ea,e1—e2) et B” = (2e1+5ey, —e1 —
362)

Est-il possible de trouver une base dans laquelle la matrice de f soit inchangée ?
4. Soit T : R® — R3 l'application linéaire telle que

T(el) = (1’ L, 1)7 T(€2) = (Ov 170)’ (83) = (O’ 170)

ol B = {ey, e2,e3} est la base canonique de R3.
a) Calculer T'(u) ot u = (1,2,3,).
b) Trouver la matrice de T dans la base B’ = {e], e}, €4} ot

6/1 = (1,0,0), 6/2 = (1,1,0), eg =(1,1,1).

¢) Déterminer Ker(7T') et Im(T).

5. Trouver la transformation linéaire 7' : R* — R qui satisfait les égalités
T(Uz) = Wy, 1= 1,2,3,

ouwv; =(2,3,5),v2 = (0,1,2),v3 = (1,0,0) et wy = (1,1,1), wy = (1,1, -1), w3 = (2,1, 2).
6. Soit T : Ry[X]| — Ry [X| définie par T (P(X)) = X P'(X). Ecrire la matrice de T dans la base
B={1,1+X,(1+ X)?}.

7. Soit £ un espace vectoriel de dimension 2, de base B = (i,j). Trouver les matrices des
endomorphismes suivants (N.B. il peut y avoir une ou plusieurs ou aucune solution(s))

a) féchangei+jeti—j

b) g transforme i en 2i + 3j et Ker(g) = vect (i — 25)
¢) htransforme j en i — j et Ker(h) = vect(2i — j)
d) kok = 2ideti+ jestinvariant.

e) p est la projection sur vect (ai + bj) de direction vect (ci + dj)

8. On considere les applications linéaires suivantes définies dans R,, [X]; écrire leur matrice
dans la base canonique ; on choisira I'ev d’arrivée.

a) La dérivation.
b) La multiplication par X.
c) La «translation» de a c’est-a-dire I'application P(X) — P(X + a).

d) La forme linéaire :

P /1 P(t)dt
0

On pourra au préalable s’assurer qu'il s’agit bien d’applications linéaires.

9. Soit E un R-espace vectoriel de base B = (eq, e2, e3). On définit un endomorphisme f par :

f(e1) = 2ea + 3es, f(e2) =2e1 — bea — 8es, f(es) = —e1 + 4ea + Ges
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a) Définir f2 = f o f.
b) Déterminer les sous-espaces Ker(f —id) et Ker(f? + id).

c) Montrer que ces deux sous-espaces sont supplémentaires.

10. Dans 'espace E des fonctions de classe C* sur R, on définit ’application ¢ par :

o(f)=f+f

Montrer que c’est un endomorphisme. Trouver son noyau et son image. Sont-ils supplémen-
taires ?

5.3 Compléments sur les applications linéaires

1.

On suppose que £ est un espace vectoriel de dimension finie et que f est un endomorphisme
de £. On pose N, = Ker(f*) et I, = Im(f*).

a) Montrer que les suites (IVy) et (1) sont monotones et stationnaires partir d’un certain
rang.

b) Examiner ce que sont ces suites lorsque f = 3% et& =R, [X]ouf =R [X] (dans ce
dernier cas, il n’y a plus bien stir 'hypothése de la dimension finie).

¢) Montrer que l'indice partir duquel ces suites sont stationnaires est le méme pour cha-
cune des deux. Soit n cet indice.

d) Montrer que N,, et I,, sont supplémentaires, sont stables chacun par f et que la restric-
tion de f a I,, est un isomorphisme tandis que la restriction de f a K, est nilpotente.

Soit F et G deux sev de &, que I'on suppose de dimension finie. On considére I'application
définie par:
f:Fxg — €&
(zy) = fl@y)=z+y

a) Vérifier que f est linéaire ; en déterminer I'image et le noyau.

b) En déduire dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G)
Soit [E un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E de rang 1. Mon-
trer qu’il existe un seul scalaire X tel que fo f = Af

Soit E un espace vectoriel, © un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe un seul en-
domorphisme v de E tel que u o v = idg. Montrer que u est un automorphisme. Que dire en
cas de dimension finie ? Et si v n’est pas unique ?

Soit E un espace vectoriel de dimension quelconque, U un sous-espace vectoriel de E.
Montrer que si U est de dimension finie, alors f(U) D U implique f(U) = U. Donner un
contre-exemple en dimension infinie.

Soit £ un espace vectoriel, et f un endomorphisme de £ tel que pour tout élément x de £, la
famille (x, f(x)) est liée. Montrer que f est une homothétie.

Soient £, F deux espaces vectoriels, et u € L(£, F). Soit (eq, ..., e,) une famille d’éléments
de &.
a) Montrer que si la famille (f(e1),..., f(Ey)) est libre, alors la famille (eq,...,e,) est
libre.
b) On suppose f injective. Montrer que si la famille (eq, ..., e,) est libre, alors la famille
(f(e1r), ..., f(en)) estlibre.
Soit £ un espace vectoriel et u,v € £(£). Montrer que :

Ker (vou) =u~! (KervNImu)

10



5. APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES

10.
11.

12.

13.

14.

Si u est un endomorphisme de £ tel que :
v’ —2u+id=0
Montrer que u est inversible et calculer u~! en fonction de u.

Montrer que lorsque P € R,, [X], il existe Q € R, [X]telque Q — Q' = P

Soit (E;);=14r une famille finie de sous-espaces vectoriels de £, de dimension finie. Montrer
que la somme Y E; est directe si, et seulement si :

k k
dim (Z Ei> = dim(E;)

Dans un espace vectoriel de dimension finie, on considere deux endomorphismes u et v tels
que:
uov—vou=kv

ou k est un réel fixé. Montrer que :
uov™ —v" ou = knov"

Si E est un espace de dimension finie et f un endomorphisme de E, montrer 1'équivalence
des trois propositions :

(i) Kerf= Kerf?
(i) Imf= TImf?
(tit) E= Kerf®dImf

Dualité :
Soit £ un espace vectoriel, on note £* = L(E,R ), appelé «dual» de €.

a) Rappeler pourquoi £* est un espace vectoriel. Quelle en est la dimension ?

b) On dit qu'une base B de £ et une base B* de £* sont duales si, et seulement si :

Ve; € B,Ve;f € B*, ej(ei) = 0j; (symbole de Kronecker)

Si& =R", etsiBestlabase canonique, quelle est la base duale ?
¢) Méme question pour R,, [X] et la base canonique.
d) Soit H un sous-espace vectoriel de £. On pose :

HY ={f e LIE,R)/Vx € H f(x) = 0}

Montrer que
dim H+ dimH* = dim €

5.4 Compléments sur les matrices

1.

Soient A et B les matrices définies par

1 1 1 1
a=(i1) ()
Soit F' ’ensemble des matrices X € M;(R telles que

AXB=0

11



5. APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M1 (R et en donner une base.

2. A est une matrice carrée de rang 1.

a) Montrer qu'il existe deux matrices de M,, ;1 (K) telles que :
A=X'Y

b) Side plustr(A) =1, montrer que A est la matrice d"une projection.

3. Soit A la matrice définie par :

1 1 0
A=10 1 1
0 0 1
a) Calculer A2, A3.
b) Montrer que A" est de la forme
1 79) bn
A"=10 1 ¢,
0 0 1

et former les relations de récurrence que satisfont les trois suites.

4. Calculer les puissances n des matrices suivantes :

a b 0%;12 -1 a a

A(ba>Ba0i C=| 1 -10

a® a 0 a> a 0
0 1 1
5.5oitJ =11 0 1
1 1 0

a) Calculer J2. En déduire que J est inversible et calculer son inverse.
b) Calculer J" (n € N) en déterminant dans C[X] le reste de la division euclidienne de X"
par X% — X — 2.

a b b
¢)Soienta,b € Cetsoit A=| b a b |.Calculer A" en utilisant J.

b b a

6. Une matrice est triangulaire supérieure ssi :
A = (aij)1<i<n1<j<n etai; = 0 pourtouti > j

SUTL L) >

Montrer que le produit de deux telles matrices est encore une matrice triangulaire supé-
rieure. Quand une matrice triangulaire supérieure est-elle inversible ?

7. On définit la transposée d’une matrice carrée par :
siA=(a;) alors "A=(aj)
Une matrice T est triangulaire supérieure. Montrer que T est diagonale si, et seulement si :
T'T="'TT

8. Soit A € M,,(R). On définit la trace de A par :

TI‘(A) = i (077
i=1

12



5. APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a) Montrer que Tr est une forme linéaire définie dans M,, (R).
b) Montrer, par le calcul, que
Tr(AB) = Tr(BA)

c) Si A et A’ sont deux matrices représentant le méme endomorphisme dans deux bases

différentes, montrer que
Tr(A) = Tr(4")

Soit E;; € M, (R) la matrice définie par : E;; = (azy)1<z<n,1<y<n avec a;; = 1, tous les
autres coefficients étant nuls.
Déterminer E;; Ey;. Si A est une matrice quelconque, calculer :

EijA AE,L']' et EZJAEM
En déduire toutes les matrices A qui vérifient :

VM € M,(R), AM = MA

On appelle matrice de permutation une matrice P de M,,(R) qui ne contienne que des 0
et des 1, avec un et un seul 1 sur chaque ligne et sur chaque colonne. Combien y a t-il de
telles matrices ? Si A est une matrice quelconque, comment décrire PA et AP ? Montrer que
I'ensemble des matrices de permutations est un groupe pour la multiplication des matrices
(on pourra se limiter a n = 3).

Soit J € M,,(R) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1 et soit A une matrice
quelconque (dans M,,(R)). Déterminer JAJ.

(*) On cherche a résoudre, dans I'ensemble des matrices M,,(R), I'équation :
M +tr(M)A=B
ott M estla matrice inconnue. Résoudre cette équation en utilisant le fait que M € vect(A4, B).
Résoudre de méme I'équation :
M+'M =tr(M)A
5.5 Rang-inversibilité

Calculer le rang de la matrice M définie par :

1 a 1 b

a 1 b 1

M = 1 b1 a

b 1 a 1

Calculer les inverses des matrices suivantes :

1 -1 -1 3 1 -1
A= 2 1 -3 B = 2 2 1
3 -1 1 1 2 2

Soit A = (a;;) la matrice définie par :
ai;; = a pour tout i, Quada;; = b pour tout i # j

Etudier I'inversibilité de A et calculer son inverse quand il existe.

A et C' sont deux matrices inversibles de M,, (R) (resp. M,,(R), B est une matrice de M,, ,,(R).

13



5. APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Montrer que :
A 0
B C
(matrice-bloc) est inversible et donner son inverse.
On recherche les matrices M € M,,(R) telles que :
— M estinversible
— M et M~ sont a coefficients positifs.
a) Examiner le cas otin = 2.

b) Sioc estune bijection de {1, 2, ..n} dans lui-méme, et (¢;) une suite de n nombres stricte-
ment positifs, montrer que la matrice M = (c;d,(;);) convient. On pourra commencer
par étudier un cas particulier.

¢) Soit M une matrice du type demandé. En examinant le produit M/ M ~!, montrer que
M est du type indiqué ci-dessus.

Théoréme de Hadamard
Si

n
Vi ai| > Y il
j=1,j#i
alors la matrice A est inversible.

On utilisera un raisonnement par 1’absurde : sinon, le systeme AX = 0 admet une solution
non triviale.

Soit A € M,,(R) . On suppose que, pour tout M € M, (R) :
AM =0= M =0

Montrer que A est inversible. On pourra utiliser u 'endomorphisme de matrice A et un
supplémentaire de Ker u.

Traiter de méme le cas ot M A =0 = M = 0 pour tout M

Soit E = {A = (a;;)| ai; = OouletAinversible}. On note S(A) la somme de tous les
éléments de A.

a) Donner des exemples d’éléments de E.

b) Montrerque A€ E=n < S(A) <n®>—n+1

¢) Montrer que si A, B et AB sont dans E, alors S(AB) < S(A)S(B).

d) On suppose A, B,C, AB,ABC dans E, et S(ABC) = S(A)S(B)S(C). Montrer que

S(AB) = S(A)S(B)
5.6 Autres questions

Résoudre I'équation :

1 1
XY_YX_(1 1)

ou X et Y sont des matrices de M (R). On pourra introduire des endomorphismes asso-
ciés.

Soit E I’ensemble des matrices de la forme
1 a b
01 ¢
0 0 1
Montrer que c’est un groupe pour le produit. Est-ce un s.e.v. ? En chercher le centre.
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5. APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES

23. On considere dans M4 (C) I'ensemble H défini par :

o={(52): waee)

Montrer que H est un corps non commutatif (corps des quaternions). Montrer que H est un
espace vectoriel de dimension 4 sur R et en donner une base.

15



6. DETERMINANTS, SYSTEMES

6 Déterminants, systéemes

1. Pour quelles valeurs du parametre m la matrice A,,,, donnée par

1 m? 1
A= m*> 1 1
1 1 m

est-elle inversible ? Déterminer son rang lorsqu’elle ne 'est pas. Inversez-la lorsqu’elle est

inversible.
2. Soient a1, @, - - - , o, des nombres complexes tous non-nuls. Etudier 'inversibilité de
0 .- 0 an,
A= Qp—1 0
0 a9
a; 0 0
et calculer son inverse.
3. Rechercher le rang des matrices
0 j 0 01 0
A=l0 0 2|, B=|0 0 -2
1 0 O 1 0 0

Calculer A? et B3 et en déduire que A et B ne sont pas sembmlables.
4. Calculer les déterminants
5
1

(a) dans R, (b)

Do Ot N

0
2
)

[SAREN ETEN
© W

2
4 | dans mathbbR.
6

5. Résoudre I'équations D(x) = 0 ot

r+2 2x+3 3z+4
D(x)=|2x+3 3z+4 4dx+5 |, z€R.
3z +5 br+8 10x+17

6. Soit P un plan muni d'un repére. Montrer que trois points sont alignés si et seulement si
leurs coordonnées vérifient :

z y 1
2y 1]1=0
x// 1 1
7. Calculer le déterminant :
a b c
c a b
b ¢ a
en utilisant la matrice :
1 1 1
. 247
1 5 52 ollj=c¢es
152

Essayer de généraliser.
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6. DETERMINANTS, SYSTEMES

8. Soit le déterminant d’ordre n

10

11

12

13

14. La matrice A, (z) est définie par A, (z) = (a; ;)

1

1

1

1

3 4 - n-—1 n
2 3 - n—2 n-1
1 2 -+ n—3 n—2
1 N 1 2
1 1 - 1 1

Etablir une relation de récurrence entre D,, et D,,_; et en déduire D,,.

. Soient Py, P2, P; € R[X], définis par

PX)=A+X+X?% PX)=1+AX+X? P3=1+X+2X2

a) Trouver A tel que { P, P», P3} soit une base de Ry[X].

b) pour un tel )\, donner les coordonnées dans cette base de P(X) = ag + a1 X + as X2

. Trouver le rang de

a l'aide des déterminants.

2
My=1|1
3

-1

-1 2 5 1
-3 |, My=| -3 -4 2
2 -1 1 3

. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur R. Montrer que, s'il existe deux endo-
morphismes de E, injectifs, u et v, tels que

alors E est de dimension paire.

uov+wvou =0,

. Les entiers 4573, 1989, 6052 7956 sont divisibles par 17 (vérifier). Montrer qu’il en va de
méme pour le nombre entier :

. Calculer les déterminants suivants :

S0 O Q

sin a
sin 2a
sin 3a

o Qe O

o Q o0

sin 2a
sin 3a
sin4a

L O o o

sin 3a
sin4a
sin ba

Q@ & & =
w N

4 5 7 3
1 9 8 9
6 0 5 2
79 5 6
a? b? c?
+1)° (b+1)2 (c+1)° | ; D=detfi+]]
+2)% (b+2)? (c+2)?
1 a a a
01 1 1 a 1 a a
10 e v
) 1 (],2 0 C2 ) a
1 v 2 0 : .o
a a a 1
ij=tan OU:

Qi =T Q41 =051 =1
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les autres coefficients étant nuls. Calculer

det (A,(0)),det (A, (2cos b)), det <An(;)> ,det (A4, (z)) .

15. Calculer:
1 . B
o c| P o ¢
ou A, B et C sont des matrices carrées et I la matrice de l'identité (on pourra commencer
par supposer A inversible).

16. Soit M,, = [m”] € MH(R) oumy =r; et mi; = a sit < jet mi; = bsii> j.

a) Enappelant J,, € M, (R) la matrice dont tous les éléments sont égaux a 1, montrer que
det(M,, + AJ,) = an + ABa.

b) Calculer «a, et 5, en commengant par le cas oit a=b.

17. Calculer le déterminant de Vandermonde :

1 a a et
1 ay a3 ay ™t
V(ay,asg,...,an) = ..
1 a, a% aﬁ’l
On procedera par récurrence, en utilisant un polyndme.
7 Systéemes d’équations linéaires
1. Résoudre dans R les systémes :
20 4+ 3y + 5z =1 r + 2y — z =1
(a) 5z + 2y + 3z = 4 (b) 20 — y — z = 2
3z + by + 2z = 0 z + 3y = 3
r — y + 3z =0
(c) 2r + 3y + z = 0
3z + 4y + 2z = 0

2. Résoudre le systéme

2¢4+3y = 4
r+2y+z = 2
2c+y+2z = 4

3. Discuter I'existence et I'unicité des solutions dans R pour les systémes suivants :

xr +ay + a’z =
(a) x4+ay+abz = a
br + a’y +a?bz = a?b

a et b sont deux parametres réels.

r+y+(2t—1)z = 1
(b) tr+y+z = 1
r+ty+z = 3(t+1)
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7. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

t est un parametre réel.

20 +y—2z = a
(¢) x+my+z = b
3r4+y—mz = c

a, b, ¢, m sont quatre parametres réels.

4. Discuter l'existence des solutions du systéme suivant et préciser la dimension de I'espace
affine des solutions :

20 4+y—z+t = 3
r+y+2z-2t = 2
3x —by+T7z—4t = 1

5. Discuter I’existence de solutions du systéme suivant et déterminer I'espace affine des solu-
tions

20 —5y+95z = a
3x—9+82z = b
Tr+5y+10z = ¢
de —y+7z2 = d
6. Résoudre les systémes suivants :
r+y+z=1

r+y+mz=m
z+my—z=1

(m—Dzx+my+z=m+1

mr+y+z=m ma + 2y + 32 = 3

r+my+z=1

r+y—z=1 v 4yt mz=m m+Dz+my+(m—-1)z=m-—1
r+y+z=1
ar +by+cz=2 otta,b, csontles racinesde t3 — X\t +1— =0

adr+bBy+c3z=1

3r—5y+2z+4t=a
Tr—4y+2+3t =0 (interprétation en termes d’applications linéaires)
Sr+ Ty —4z—6t=c

7. Résoudre le systeme :
To =ax1+0b
T3 =axz+b

Ty = ALp—1 + b
1 =ax, +b

8. Soit A = < 1 1 ) et B = < Z Z ) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a,

b, c et d pour assurer I'existence d"'une matrice
Ty
X =

pr+y+z+t =
rtpy+z+t
r+y+puz+t
r+y+z+ut =

qui vérifie AX + XA = B.

9. Résoudre le systeme :

Il
2 a8
(™)

w
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